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Майер Р. В. Сложность решения учебной задачи 

Назад Оглавление Введение 

Как сказал Стивен Хокинг, XXI век будет веком сложности. Последние 
десятилетия развивается сложностно-синергетический подход, предполагаю-
щий применение сложностного мышления, выявление взаимодействующих 
элементов системы, обеспечивающих ее эмерджентное поведение, анализ 
иерархических структур, прямых и обратных связей, точек полифуркации, ат-
тракторов и т. д. С этих позиций важной характеристикой любого объекта или 
процесса является его сложность. Обучение сводится к построению в сознании 
учеников достаточно сложной системы знаний, правильно объясняющей окру-
жающие явления.  

Важным способом развития научного мышления и формирования соот-
ветствующих когнитивных навыков является решение специально подобран-
ных задач, предъявляемых учащимся в «правильной» последовательности, как 
того требует дидактический принцип «от простого к сложному». Понятно, что 
сложность задачи должна соответствовать уровню знаний ученика. Поэтому 
проблема оценки дидактической сложности объяснения физической или мате-
матической задачи является актуальной. Ее разрешение позволит оптимизиро-
вать учебный процесс и контроль знаний, быстро и правильно определять ди-
дактическую сложность заданий для ЕГЭ, физических олимпиад, различных за-
дачников и тестовых материалов.  

Разработка методов оценки сложности задач, основанных на анализе их 
условий и решений, а также учете семантической сложности используемых по-
нятий, позволит создать адаптивные системы обучения, обеспечивающие усво-
ение материала и развитие когнитивных навыков. Также это будет способство-
вать развитию автоматизированных систем оценки сложности учебных задач, 
что поможет объективно оценить учебные достижения обучающихся. 

Р. В. Майер 
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Предисловие Оглавление 1. Учебная задача и ее сложность

Задачи по физике и математике играют большую роль в формировании 

научного мышления школьников и студентов. Они позволяют закрепить знания 

и интеллектуальные навыки, развивают аналитические способности и логиче-

ское мышление, способствуют пониманию практического применения теории, 

повышают самостоятельность и уверенность в своих силах. Решая задачи, 

школьники учатся моделировать практические ситуации, у них формируются 

навыки решения практических проблем и критическое мышление.  

Умение оценивать сложность задачи и ее частей – важный навык любого 

специалиста. Это помогает эффективно планировать свою работу, распределять 

ресурсы и достигать поставленных целей. Недооценка сложности может приве-

сти к задержкам, ошибкам и разочарованию, в то время как их адекватная оцен-

ка позволяет выбрать оптимальный подход и успешно решить даже самые 

сложные задачи. 

Совершенствование методики обучения требует разработки методов 

оценки дидактической сложности теоретических задач, используемых на уроке. 

От сложности задачи зависит вероятность ее решения учеником с определен-

ным уровнем знаний. Зная, во сколько раз одна задача сложнее другой, можно 

оптимизировать методику обучения и более объективно оценить работу школь-

ников или студентов. Ошибочная оценка сложности может привести к пониже-

нию мотивации учащихся, уменьшению интереса к предмету, а также к форми-

рованию неправильных представлений о собственных способностях.  

Актуальность проблемы оценки дидактической сложности учебных за-

дач обусловлена тем, что: 1) важнейший принцип теории обучения «от просто-

го к сложному» требует постепенного увеличения сложности решаемых задач; 
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2) интеллектуальные способности ученика и сложность его знаний должны со-

ответствовать сложности решаемых задач; 3) сложность задачи характеризует 

информативность используемого учебного материала и является показателем 

интеллектуального уровня школьника, который способен ее решить; 4) разра-

ботка методики оценки когнитивной сложности решения задач школьниками и 

студентами позволит создать автоматизированную систему их оценки, пра-

вильно интерпретировать результаты контроля знаний и умений, объективно 

оценить уровень их учебных достижений. 

Цель исследования заключается в разработке и совершенствовании эф-

фективного метода оценки дидактической сложности учебных теоретических 

задач по физике и математике, основанного на семантическом анализе их ре-

шений. Достижение этой цели предполагает разрешение следующих проблем: 

1) определение понятия «сложность учебной задачи»; 2) разработка общих

подходов к оценке сложности учебных задач и их апробация на конкретных 

примерах; 3) исследование системы формульных знаний по физике; 4) оценка 

сложности физических формул; 5) выявление методов решения физических за-

дач и оценка их сложности. Обозначенная цель перекликается с проблемами 

использования математических методов в гуманитарных исследованиях, опре-

деления когнитивной сложности различных дидактических объектов, нахожде-

ния общей информативности учебных текстов и средней плотности информа-

ции. Перечисленные вопросы тесно связаны с использованием методов цифро-

вой гуманитаристики: контент-анализ текстов, выявление ключевых понятий, 

кластеризация объектов, оценка «количества качества» в объекте и т. д.  

Методологической основой настоящего исследования являются работы 

известных ученых по следующим направлениям: 

1) теория и практика обучения: В. С. Аванесов [1], Е. И. Вараксина [14],

Э. Г. Гельфман и М. А. Холодная [16], В. А. Гусев [21], М. А. Захарищева [30], 

И. Я. Лернер [46], В. В. Майер [50], Е. И. Машбиц [76], А. М. Новиков [85], 

Ю. А. Сауров [99]; 
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2) математические методы в гуманитарных исследованиях: Н. Ф. Добры-

нина [23], Г. Дэвид [24], В. А. Дюк [25], Ю. А. Ивашкин и Е. А. Назойкин [34], 

А. С. Казаринов [36], В. Б. Кудрявцев, К. Вашик и А. С. Строгалов [41], 

Л. П. Леонтьев и О. Г. Гохман [45], Д. Ф. Люгер [49], Ф. С. Робертс [93], 

А. В. Соловов, А. А. Меньшиков [101], В. Е. Фирстов [108], Р. Шеннон [113], 

М. В. Ядровская [115], W. S. Torgerson [131]; 

3) квалиметрические методы анализа текстов: Г. Е. Крейдлин и

А. Д. Шмелев [39], В. Соловьёв, М. Солнышкина, М. Андреева, А. Данилов и 

Р. Замалетдинов [130], А. М. Сохор [102], А. И. Субетто [104], Е. Я. Таршис 

[105], В. И. Шалак [111], D. S. McNamara, A. C. Graesser, P. McCarthy & Z. Cai 

[128], M. D. White & E. E. Marsh [132]; 

4) тезаурусный подход: Ю. А. Алябышева, А. Ю. Антонов и А. А. Веряев

[2], Вал. А. Луков и Вл. А. Луков [47], А. А. Мирошниченко [77], И. Ф. Нево-

лин и М. Б. Позина [84]; 

5) семантический подход: Н. К. Андриевская [4], С. Х. Бермудес [10],

О. В. Зеркаль [31], С. В. Ракитина [92], C. D. Manning, P. Raghavan & H. Schutze 

[120]; 

6) концепция сложности и сложностного мышления: В. И. Аршинов и

Я. И. Свирский [6], А. Н. Колмогоров [37], П. В. Ополев [86; 87], М. В. Рыжаков 

[94], Д. Орлов и И. Крайнова [88], Н. В. Сафонова [100], B. Davis & D. Sumara 

[118]; 

7) трудность и сложность учебных задач: B. C. Бабаев, М. В. Кулагина и

Ю. Ю. Шкитина [7], Г. А. Балл [8], Г. Д. Бухарова [12], А. В. Гидлевский [19], 

А. С. Гунасекера [20], О. Б. Епишева и В. И. Крупич [27], Н. С. Журавлева [29], 

В. М. Кротов [40], А. Н. Лазарев и М. В. Чистяков [43], Л. А. Ларченкова [44], 

Н. Г. Рыженко [95], А. Л. Сакович [97], А. П. Усольцев и Т. Н. Шамало [106], 

Л. М. Фридман [109], М. Ханакова [119]; 

8) трудность и сложность учебного текста: А. Я. Вахрушева, М. И. Сол-

нышкина, Р. В. Куприянов, Э. В. Гафиятова и И. О. Климагина [15], Ч. Р. Зи-
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ганшина, Э. М. Вильданов, Т. В. Мазаев и А. М. Айдарова [32], М. А. Зильберг-

лейт, М. М. Невдах и Ю. Ф. Шпаковский [33], С. И. Монахов, В. В. Турчаненко, 

Е. А. Федюкова и Д. Н. Чердаков [78], О. Э. Наймушина и Б. Е. Стариченко 

[82], И. С. Наумов и В. С. Выхованец [83], Н. Б. Самсонов, Е. В. Чмыхова и 

Д. Г. Давыдов [98]. 

Нами применялись следующие методы исследования: общетеоретиче-

ские методы познания (анализ и синтез, индукция и дедукция, сравнение, клас-

сификация и т. д.), логические рассуждения, системный подход [5], тезаурус-

ный подход [2], методология мягких систем [117], методы качественного, ма-

тематического и компьютерного моделирования [113], статистических испыта-

ний, контент-анализа [111; 132], кластерного анализа [120], методы вербально-

го кодирования, измерения количества семантической информации в тексте, 

построения графиков, графов и диаграмм. Математическая обработка результа-

тов осуществлялась в электронных таблицах Excel. Для автоматического выяв-

ления терминов в решениях учебных задач и учете их сложностей использова-

лись специальные компьютерные программы, написанные в среде ABCPascal, а 

также ресурсы Интернета, позволяющие в режиме онлайн определить частоту 

терминов в тексте, автоматически построить облака слов и семантические сети.  

В монографии представлено обобщение и развитие идей, рассмотренных 

автором в книгах [54; 55; 61; 72] и статьях, посвященных следующим вопросам: 

1) математическое и компьютерное моделирование учебного процесса [51–53;

57; 65; 121]; 2) сложность математической информации и ее оценка [56; 58; 62–

64; 124–126]; 3) «измерение» сложности учебных текстов и задач [59; 60; 66–71; 

73; 122; 123; 127]. 

8 



Майер Р. В. Сложность решения учебной задачи 

Введение Оглавление 2. Метод оценки сложности задачи

Традиционное обучение предусматривает передачу знаний учащимся, 

формирование у них определенных умений и навыков. Часто применяемая на 

уроках методика, предполагающая конспектирование школьником изучаемого 

материала, не приводит к формированию творчески активной личности. Для 

развития креативности школьники должны выполнять задания творческого ха-

рактера, например решать экспериментальные и теоретические задачи. Изуче-

ние физики, математики и других наук предусматривает решение большого ко-

личества учебных задач теоретического плана, каждой из которых соответству-

ет своя проблемная ситуация. Это позволяет повысить прочность усвоения изу-

ченного материала, научиться применять знания на практике, активизировать 

мыслительную деятельность учеников и т. д. [21]. 

Как известно, проблемные ситуации состоят из компонентов: субъект 

(ученик), объект его деятельности, преграда на пути осуществления цели его 

деятельности, например недостаток знаний, отсутствие способов достижения 

цели и т. д. [109, с. 14]. Л. М. Фридман отмечает, что проблемная ситуация – 

«осознанное субъектом затруднение, способ устранения которого он желает 

найти», а задача – это описание конкретной проблемной ситуации [109]. 

1. Понятие учебной задачи. В теории учебной деятельности вместо тер-

мина «учебная задача» используется более широкое понятие – учебное задание, 

являющееся основной единицей учебно-познавательной деятельности. К учеб-

ным заданиям относятся конспектирование учебника или лекции, подготовка к 

лабораторной работе или ее выполнение, решение теоретических и практиче-

ских задач и т. д. Мы ограничимся рассмотрением учебных теоретических за-

дач, основанных на проблемных ситуациях, которые должен разрешить уча-
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щийся, используя исключительно теоретические методы познания. Решения та-

ких задач представляют собой совокупность связанных идей (законов, теорем, 

формул), приводящих от условия к результату. 

Задачный подход к обучению состоит в том, что учебный процесс рас-

сматривается как решение упорядоченной последовательности задач (или вы-

полнение ряда учебных заданий) различной сложности. Соответствующая ме-

тодика включает в себя понятийный аппарат (задача, ситуация, проблема и др.), 

теорию учебных задач, классификацию задач, задачные системы обучения, тех-

нологии задачного обучения [8; 85; 106]. Применение задачного подхода спо-

собствует формированию у обучаемых научного мышления, развитию интел-

лекта и творческих способностей.  

Учебной задачей называют элемент учебной деятельности, включающий 

в себя содержание (предмет, условие и требование, то есть данные и искомые 

величины) и средства решения (методы и способы, приемы и средства). В пси-

хологии учебная задача (УЗ) рассматривается как системный объект, обеспечи-

вающий усвоение теоретических положений, как средство формирования и раз-

вития мышления, как форма усвоения знаний, результат усвоения знаний и по-

казатель их эффективности [16; 29; 109]. Решая УЗ, ученик пытается «сложить 

пазл», получить последовательность жестко связанных между собой умозаклю-

чений, приводящих к некоторому познавательному результату [72, с. 60].  

Формулировка задачи содержит условие и требования, то есть искомые 

величины. К условию УЗ относятся исходные данные, упоминаемые в тексте 

задачи, и привнесенные данные, которые ученик берет из учебника, таблиц и 

т. д. Решить физическую или математическую задачу – значит осуществить ло-

гический вывод, провести цепочку рассуждений, состоящую из логически свя-

занных утверждений, которые: 1) удовлетворяют условию задачи; 2) согласу-

ются с законами физики и/или правилами математических преобразований; 

3) соответствуют правилам логического вывода; 4) позволяют найти ответ на

поставленный вопрос. 
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Г. А. Балл в своей монографии [8] рассматривает учебную задачу в двух 

аспектах: 1) как цель деятельности; 2) как ситуацию, провоцирующую ученика 

на определенные действия, направленные на поиск неизвестного на основе его 

связей с известным. В одних случаях ученик представляет, как решать задачу, а 

в других – нет. Л. М. Фридман в составе задачи выделяет: 1) предметную об-

ласть, то есть множество рассматриваемых объектов; 2) связывающие эти объ-

екты отношения; 3) требование задачи, то есть искомые величины; 4) оператор 

задачи или совокупность тех действий, которые ученик должен произвести, 

чтобы ее решить [109]. Г. Д. Бухарова рассматривает УЗ как систему, состоя-

щую из: 1) задачной подсистемы (условие и требование, то есть данные и иско-

мые величины); 2) решающей подсистемы (методы ее решения). В процессе 

решения УЗ ученик разрешает противоречие между условием и требованием 

задачи [12]. 

Мы под учебной задачей будем понимать конкретную проблемную ситу-

ацию, требующую разрешения и используемую в целях обучения [8; 106]. 

Ограничимся рассмотрением только корректно сформулированных задач, у 

которых: 1) условие не противоречит основным идеям соответствующей дис-

циплины (физики, химии, геометрии и т. д.); 2) существует решение, и оно 

единственное (например, полное решение уравнения может иметь четыре кор-

ня); 3) исходных данных достаточно для получения определенного ответа на 

заданный вопрос. Иногда выдвигается требование устойчивости решения к 

изменению входных параметров: их небольшие вариации не должны приводить 

к существенным изменениям ответа. Недоопределенные (условие содержит не-

достаточно информации для однозначного решения), плохо обусловленные и 

неустойчивые задачи рассматриваться не будут. 

2. Сложность и трудность задачи. Что следует понимать под дидактиче-

ской сложностью задачи? Интуитивно понятно, что это должна быть объектив-

ная характеристика УЗ, зависящая от количества усилий, интеллектуальных и 

временных затрат ученика, необходимых для ее решения. Она связана с субъек-
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тивной характеристикой УЗ – трудностью для данного ученика. Трудность 

учебной задачи (или субъективная сложность) показывает количество затра-

ченных усилий конкретного ученика, решившего данную задачу; она зависит 

не только от сложности УЗ, но и от его знаний, умений и навыков [27; 43]. 

Сложность УЗ – это «объективная многофакторная количественная характери-

стика учебного задания, отражающая число и характер мыслительных опера-

ций, необходимых для его решения нормативным способом» [82]. 

В задачах используются простые и сложные операции. Все задачи можно 

разделить на две группы: 1) рутинные, трудоемкие задачи, требующие выпол-

нения большого числа не очень сложных операций (например, запись таблицы 

умножения на 7 или 8 в 10 классе); 2) задачи, требующие от ученика примене-

ния знаний и умений, находящихся вблизи границы его интеллектуальных воз-

можностей (взятие производной или интеграла). Рассмотрим две задачи З-1 и  

З-2, решение которых сводится к выполнению 10 операций (рис. 1.1). Сложно-

сти решения задач, равные суммам сложностей операций sоп, одинаковы S = 32 

(таблица слева). Задача З-1 требует выполнения операций, сложность которых 

не превышает 5, а задача З-2 предполагает, что ученик выполнит операцию 4 со 

сложностью 12. Очевидно, что со второй задачей справятся только те ученики, 

которые смогут выполнить операцию 4.  

 

 
Рис. 1.1. Сложность задачи как сумма сложностей операций 
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Таким образом, сложность задачи зависит от следующих факторов: 

1. Количество элементарных операций, общая трудоемкость. Чем

больше операций необходимо выполнить для решения УЗ, тем сложнее задача. 

Это относится как к алгоритмическим задачам, так и к задачам, требующим 

аналитических или творческих усилий. Большой объем работы может оказаться 

непосильным, даже когда отдельные шаги относительно просты. 

2. Средняя сложность операций. Задача, требующая нескольких про-

стых шагов, обычно проще, чем задача, где каждый шаг подразумевает глубо-

кий анализ и принятие непростых решений. Оценка средней сложности УЗ ча-

сто требует профессионального подхода и понимания предметной области. 

3. Сложность наиболее сложной операции. Одна очень сложная опера-

ция может значительно увеличить общую сложность задачи, даже если все 

остальные операции относительно просты. Определение этой «ключевой» опе-

рации и поиск путей ее упрощения часто приводит к успешному решению УЗ. 

Взаимодействие и взаимовлияние этих факторов может приводить к не-

предсказуемому результату. Важно учитывать их синергию, чтобы получить 

адекватную оценку общей сложности задачи. УЗ с небольшим числом опера-

ций, но с чрезвычайно сложной ключевой операцией может оказаться сложнее 

задачи с большим количеством простых операций. Например, задачи, требую-

щие решения дифференциального уравнения или взятия интеграла, слишком 

сложны для девятиклассника, но могут быть решены выпускником школы.  

Решение учебной задачи – это вероятностный процесс. Если допустить, 

что реализация каждой операции – статистически независимое событие, то ве-

роятность получения положительного результата будет равна произведению 

вероятностей успешного выполнения каждой операции: 

....21
1

N

N

i
i ppppP ==∏

=
 

Вероятность выполнения учеником i-й операции описывается логистиче-

ской (сигмазоидной) функцией: ))],(exp(1/[1),( iiiii SZnZnSp −−+= α  где iZn  – 
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уровень знаний (умений) ученика, iS  – сложность i-й операции. Когда 

,ii SZn >>  вероятность ,1→ip  а когда ,ii SZn <<  .0→ip  Если ii SZn = , то ве-

роятность .5,0=ip  То есть сложность выполнения операции (или решения 

УЗ) равна количеству знаний ученика, решающего данную задачу с вероятно-

стью 0,5. 

Проблемой определения сложности учебных задач (УЗ) занимались раз-

личные исследователи (И. Л. Лернер, А. Н. Колмогоров, А. В. Гидлевский и 

др.). Например, А. Н. Колмогоров считает, что сложность задачи определяется 

длиной наиболее рационального алгоритма получения правильного ответа [37], 

который включает в себя кратчайший путь понимания условия; поэтому она 

пропорциональна количеству операций, необходимых для решения УЗ. Другие 

исследователи утверждают, что сложность – объективная характеристика зада-

чи, зависящая от числа производимых действий (операций) и их видов [7; 8].  

В. М. Кротов предложил таблицу сложности физических задач, учитывающую 

структуру решения, количество явлений, процессов и объектов, число искомых 

величин, явное или неявное задание требований задачи, сложность математиче-

ского аппарата, способ задания условия [40]. А. В. Гидлевский использовал ло-

гический подход к оценке трудности УЗ, основанный на создании соответству-

ющих графологических моделей [19], учете числа вершин и ребер графа, отоб-

ражающего структуру решения УЗ. Недостатком этого метода является то, что 

он не учитывает семантическую сложность используемых понятий.  

Другие ученые-методисты в качестве компонентов сложности УЗ назы-

вают: количество и сложность элементов, связей между ними, логических дей-

ствий, формул; степень абстрактности используемых понятий и моделей; нали-

чие неявно заданных факторов, влияющих на анализируемое явление; избыточ-

ность условия УЗ; принадлежность задачи к различным темам; необходимость 

проведения громоздких математических преобразований и т. д. [8; 12; 29; 43; 

44; 106]. Эти и другие подходы, основанные на анализе синтаксической струк-
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туры задачи, учете количества используемых понятий и логических операций, 

не всегда приводят к правильным результатам.  

Известны и другие способы оценки дидактической сложности УЗ:  

1) метод экспертных оценок: группе экспертов предлагают оценить сложность 

решения 10–20 задач, при этом учитывается уровень компетентности экспер-

тов; 2) метод тестирования: группа учеников, включающая в себя сильных и 

слабых школьников, решает 10–20 задач различной сложности; дидактическая 

сложность УЗ тем выше, чем меньше школьников сумели ее решить. Суще-

ственным недостатком этих методов является высокая трудоемкость и затрат-

ность, так как они требуют использования большого числа экспертов или уче-

ников. Все это позволяет утверждать, что в настоящее время отсутствует про-

стая и эффективная методика «измерения» сложности решения учебных задач. 

 
Рассмотрены различные подходы к определению понятия «учебная зада-

ча» и оценке ее сложности. Учебная задача – это конкретная проблемная ситуа-

ция, требующая разрешения и используемая в целях обучения. Перечислены 

факторы, влияющие на дидактическую сложность решения задачи; среди них 

количество и сложность элементарных операций, сложность самой сложной 

операции, абстрактность используемых понятий и моделей, наличие неявно за-

данных воздействий, влияющих на анализируемое явление, избыточность усло-

вия задачи, ее принадлежность к различным темам, необходимость проведения 

громоздких математических преобразований. 
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1. Учебная задача и ее сложность Оглавление 3. Компьютерные модели
решения задач 

Одно из приоритетных направлений развития теории обучения состоит в 

разработке технологии оценки дидактической сложности (ДС) учебных задач. 

Сложность задачи, как и других элементов учебного материала (ЭУМ), должна 

соответствовать сложности знаний ученика. Чем выше сложность задачи, тем 

больше усилий затратит ученик на ее решение или изучение. Разрешение этой 

проблемы позволит расположить задачи в порядке возрастания сложности и 

тем самым оптимизировать учебный процесс, обеспечив соответствие ДС учеб-

ного материала уровню подготовки обучаемых. Ранжирование ЭУМ по степени 

их влияния на когнитивную нагрузку школьников или студентов поможет 

предотвратить умственные перегрузки, повысить мотивацию обучаемых и эф-

фективность учебного процесса в целом. 

Сложность УЗ, прежде всего, зависит от семантической сложности ис-

пользуемых терминов: если задача требует понимания абстрактных понятий 

или узкоспециальных концептов, то это может значительно затруднить ее ре-

шение. Необходимость освоения новых понятий требует дополнительных уси-

лий и времени, увеличивая когнитивную нагрузку на ученика. 

1. Сложность и трудность понятий. Как установлено в [61; 72], изучае-

мые в школе понятия в десятки раз различаются по сложности; чем сложнее 

понятие, тем ученику труднее его усвоить. Смысловая или семантическая 

сложность понятия SC (от semantic complexity) связана со сложностью отраже-

ния в сознании ученика обозначаемого им объекта, свойства или отношения 

[16; 33]. Она равна количеству семантической информации в слове и зависит от 
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его вхождения в тезаурус школьника, от встречаемости с обозначаемым объек-

том в повседневной жизни, а также от физической сложности объекта (процес-

са) и его пространственно-временных масштабов [72].  

Индивидуальная сложность или трудность Tr понятия П для конкретного 

ученика – величина, пропорциональная количеству времени или умственных 

усилий, требующихся для его узнавания, понимания и применения [7; 8]. Она 

сильно зависит от уровня понимания P учеником сущности П. При увеличении 

числа использований N данного понятия учеником уровень понимания увели-

чивается от 0 (никогда не слышал) до 1 (полное понимание). При этом труд-

ность Tr уменьшается от бесконечности до некоторой величины (рис. 2.1.1), ко-

торую и следует называть семантической сложностью SC понятия. Эти зависи-

мости можно промоделировать так:  

,/ PSСTr =   ),exp(1 NP α−−=   )).exp(1/( NSСTr α−−=  

Сказанное относится не только к понятиям, но и к другим ЭУМ: утвер-

ждениям, логическим рассуждениям, решениям задач, доказательствам теорем 

и т. д. График зависимости трудности ЭУМ от понимания изображен на 

рис. 2.1.2. 

Рис. 2.1. Связь между трудностью Tr, уровнем понимания P и N 
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Изучение частотного словаря [48] позволяет установить статистическую 

закономерность: чем меньше семантическая сложность слова, тем больше 

его частотность. Простые слова усваиваются учеником раньше и употребля-

ются чаще [81]. Сложные понятия употребляются реже и усваиваются в более 

позднем возрасте. Это наводит на мысль о том, что SC слова можно связать с 

вероятностью ip  его использования в корпусе русского языка: =≈ )/1ln( ii pSС  

ipln−= , где i – номер слова в некотором словаре-тезаурусе. Предположим, что 

любые слова сочетаются друг с другом. Тогда вероятность случайного образо-

вания конкретного предложения (текста) из M  слов равна Mji pppp ...=  (число 

сомножителей равно M). Следовательно: 

,
...
11

Mji pppp
=   .1ln...1ln1ln1ln

Mji pppp
+++=








  

Получается, что ,... Mji SCSCSCSC +++≈  то есть сложность предложе-

ния (текста) равна сумме сложностей отдельных слов. 

В рамках используемой модели вероятность употребления слова p связа-

на с его сложностью SC экспоненциальной зависимостью: ).exp( SCp −=  Это 

похоже на распределение Больцмана для молекул газа (или системы отталки-

вающихся частиц) в однородном гравитационном поле; вероятность, что i-я мо-

лекула имеет потенциальную энергию ,ii mghE =  равна ).exp()( ii bEAEp −=  В 

соответствии с принципом минимума потенциальной энергии система частиц 

стремится перейти в состояние с .min...21 =+++= NEEEE  

Рассмотрим некоторую предметную область, например физику. Научные 

понятия ведут себя подобно отталкивающимся частицам, «плавающим» в поле 

тяжести. Частицы, находящиеся в верхнем k-м слое, опираются на частицы из 

нижнего )1( −k -го слоя, аналогично тому, как более сложные понятия «опира-

ются» на более простые понятия (чтобы понять определение ускорения, надо 

усвоить понятие скорости). В этой метафоре сила тяжести, притягивающая ча-
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стицы к земле, подобна желанию ученого дать наиболее простое определение 

(объяснение) тому или иному понятию (явлению), то есть максимально прибли-

зить его к нулевому уровню сложности. Это проявление принципа экономии 

мышления, аналогичного принципу минимума потенциальной энергии. 

Любое сложное понятие может быть определено через 2–5 менее слож-

ных понятий, а каждое из них – через 2–5 еще более простых понятий и т. д. В 

результате образуется иерархическая структура, в основе которой – самые про-

стые понятия, опирающиеся на чувственно-наглядный опыт. Между понятия-

ми-молекулами действуют силы отталкивания: они не могут сильно сближать-

ся, так как бессмысленно порождать тождественные или близкие по смыслу 

понятия. С другой стороны, семантическое расстояние между «соседними» по-

нятиями не может быть очень большим. При образовании нового понятия его 

определение не должно быть длинным, так как человек не может удержать в 

памяти более 7 ±  2 независимых блоков информации [16]. 

Будем считать, что семантическая сложность понятия П относительно 

тезауруса Z0 равна суммарной сложности слов из тезауруса Z0, которые позво-

ляют объяснить сущность понятия П. Абсолютной сложностью слова W будем 

называть сложность W относительно тезауруса Z1 первоклассника. При оценке 

ДС задач 7–11 классов удобно в качестве Z0 выбрать тезаурус выпускника 

5 класса, а сложность простых общеупотребительных слов («человек», «вода», 

«земля») считать равной 1 СЕД (семантической единице информации). Нам 

удалось последовательно оценить ДС сначала простых, а затем сложных поня-

тий; этот вопрос рассмотрен в [72]. При этом применялись шкалирование [112], 

а также методы нечеткой квалиметрии [104], которые связаны с теорией нечет-

ких множеств и лингвистических переменных.  

Оценка сложности научных понятий производилась путем: 1) подсчета 

количества значимых слов в определениях; 2) парных сравнений (карточки с 

напечатанными на них словами раскладывались по шкале сложности); 3) груп-

пировки терминов (слова, набранные в текстовом файле, разбивались на не-
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сколько классов в зависимости от сложности их объяснения); 4) с помощью 

нейросети Qwen или ChatGPT. Нами установлено, что все понятия, обозначаю-

щие изучаемые в школе объекты и явления природы, могут быть уверенно раз-

делены на 6–7 категорий =U 1, 2, …, 7 так, что сложность терминов из 6-й ка-

тегории примерно в 30–35 раз больше сложности из первой категории [72]. Это 

означает, что для объяснения понятия с =U 6 (светимость тела) требуется про-

изнести 30–35 слов с =U 1 (вода). Каждому значению U соответствует семан-

тическая сложность, вычисляемая по формуле: 12 −= U
semS ; получается шкала: 

=semS 1 – 2 – 4 – 8 – 16 – 32 – 64 (СЕД). 

2. Дидактическая сложность текстов и задач. Сложность учебного тек-

ста определяется его читабельностью, количеством содержащейся в нем ин-

формации и сложностью логических рассуждений [72]. Нами разработан метод 

оценки сложности УЗ путем подсчета используемых понятий и учета их 

сложности. Его суть состоит в следующем:  

1) создают текстовый файл Z.txt, в котором в словесной форме закодиро-

ваны условие задачи, рисунок, исходные и конечные формулы, используемые 

законы, правила, теоремы, а также вычисления; 

2) создают файл Slovar.txt, в котором перечислены все используемые в за-

даче понятия и указаны их сложности; 

3) запускают компьютерную программу, она анализирует файл Z.txt, вы-

являет термины, обращаясь к файлу Slovar.txt, суммирует сложности терминов 

и обычных слов, определяя семантическую сложность решения задачи ;semS  

4) определив среднюю длину слов и предложений в файле Z.txt, вычисля-

ют структурную сложность текста ;strS  

5) рассчитывают дидактическую сложность задачи (с решением) как про-

изведение структурной и семантической сложностей: .semstrSSDC =  

Для определения сложности текста может быть использован метод, учи-

тывающий повторяемость терминов (понятий). Допустим, что в условии и ре-
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шении задачи некоторый термин iT  со сложностью )( iTS  встречается in  раз. 

Рассмотрим гипотетического ученика с уровнем знаний 0Z , который читает 

текст. Если при первой встрече учащийся не сразу вспоминает смысл термина 

iT , то при втором, третьем упоминаниях это вспоминание происходит быстрее 

и легче. Можно предположить, что трудность термина iT  при каждом обраще-

нии уменьшается на 30 % от предыдущего значения, но не становится меньше 

)(1,0 iTS , при этом всегда превышая 2. Вклад термина iT  в общую сложность 

текста равен )()( ii TSnK , где 

,)(
1
∑
=

=
in

j
ji anK   




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  ,7,0=k    .2)( ≥ij TSa  

Здесь −in номер использования термина. При ,7,0=k  1)1( =K , =)2(K 7,01+ , 

=)3(K 27,07,01 ++  и т. д., то есть сложность каждого следующего использова-

ния термина Тi в 1/0,7 раза меньше предыдущего. Так продолжается, пока 1−jk  

не станет меньше 0,1 ( =)8(K 1,0)7( +K ). Сложность УТ вычисляется так: 

,)()(...)()()()( 02211 NTSnKTSnKTSnKS mmT ++++=  

где )( iTS  – сложность i-го термина iT , 0N  – количество обычных слов со слож-

ностью 1 СЕД. Если S(Ti ) мало, то )( ij TSa  не должно быть меньше 2 СЕД. 

При 1=k  nnK =)( , то есть учитывается каждое использование данного 

термина; его вклад в сложность текста равен )( iTnS . Этот случай рассмотрен 

раньше; получается верхняя граница сложности текста maxS . Если ,0=k  то 

1)( =nK  (так как 100 = , а 000 21 == ), то есть каждый термин учитывается 

только один раз. Получается нижняя граница сложности текста minS , равная 

сумме сложностей всех используемых слов, учитываемых по одному разу. 

Подчеркнем, что предлагаемый подход принципиально отличается от ме-

тодов оценки сложности, используемых учеными-лингвистами [15; 78; 128; 

130]. Например, группа специалистов под руководством D. S. McNamara, ис-
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следуя методы измерения лингвистических характеристик текстов, выявила 

пять индикаторов, характеризующих сложность понимания текста: повествова-

тельность, синтаксическая простота, конкретность слов, лексическая связность 

и семантическая связность [128]. Это позволило разработать автоматизирован-

ный инструмент (интернет-ресурс) Coh-Metrix. Немалый интерес представляют 

собой работы М. И. Солнышкиной, в которых оценивается лингвистическая 

сложность учебных текстов путем учета их читабельности, абстрактности, нар-

ративности, связности и лексического многообразия [15]. Под ее руководством 

создан программный комплекс RuLingva, позволяющий определить сложность 

текста и степень его связности. Следует отметить, что рассмотренные методы 

предназначены для оценки сравнительно простых текстов, не содержащих та-

ких сложных терминов, как производная, интеграл, интенсивность волны, спек-

тральная светимость и т. д. Если применять шкалу абстрактности от 1 до 3, то 

оценки абстрактности понятий «скорость» и «интеграл» оказываются довольно 

близкими. Согласно используемому нами подходу, дидактическая сложность 

этих понятий, определяемая путем подсчета слов в объяснениях, отличается 

примерно в 10 раз. Поэтому при анализе сложных текстов следует использовать 

предлагаемый метод, предусматривающий выявление в них научных терминов 

и учет количества содержащейся в них семантической информации. 

3. Применение нейросетей. Для оценки сложности понятий и учебных 

текстов также могут быть использованы нейросети ChatGPT, DeepSeek, Qwen и 

т. п. При обращении к нейросети по Интернету появляется окно запроса, куда 

следует ввести вопрос или задание. Например, для оценки сложности понятий 

соответствующий запрос может выглядеть так: «Даны научные понятия: воз-

дух, Солнце, атом, …, пульсар. Разбей эти понятия на 6 категорий в зависимо-

сти от их дидактической сложности (первая категория – самые простые, ше-

стая категория – самые сложные)». Учитывая возможность наблюдения уче-

ником перечисленных объектов в повседневной жизни и необходимость допол-

нительных знаний, абстрактных представлений об их структуре, свойствах и 
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взаимодействиях, нейросеть классифицирует понятия по сложности. Получает-

ся так: 1) вода, корова, муха, рука, сердце, туча; 2) Земля, Луна, Солнце; 

3) звезда, мозг, планета, Солнечная система; 4) атом, галактика, Вселенная,

клетка, молекула, электрон, ядро атома; 5) белый карлик, ДНК, нейтрино, 

нейтрон, протон; 6) кварк, пульсар. Эти результаты можно использовать для 

оценки сложности учебных текстов. 

Если текст небольшой, то нейросеть позволяет оценить его сложность 

непосредственно путем суммирования сложностей составляющих его терми-

нов. Запрос к нейросети не должен превышать 5 000 символов и может выгля-

деть так: «Дан текст: “Для того чтобы дать точную количественную форму-

лировку закона электромагнитной индукции Фарадея, нужно ввести новую ве-

личину – поток вектора магнитной индукции… Магнитный поток зависит от 

ориентации поверхности, которую пронизывает магнитное поле”. Разложи 

его на отдельные предложения, для каждого предложения оцени дидактиче-

скую сложность входящих в него научных терминов. 

Учти примерную классификацию: 

1) (самые простые, входят в тезаурус дошкольника) гриб, животное, ка-

рандаш, книга, корова, молния, море, тарелка, облако, огонь, птица, Солнце;  

2) вещество, время, желудок, компьютер, Луна, телевизор, холодильник;

3) испарение, кислота, кристалл, линза, микрофон, млекопитающее, пи-

щеварение, ракета, сердце, телескоп; 

4) Вселенная, гормон, клетка (биол.), конденсатор, магнитное поле, мо-

лекула, процессор, радиоволны, рецепторы, УФ-лучи, электрическое поле; 

5) альфа-частица, атом, бактерия, вирус, галактика, индукция, коацер-

ваты, лейкоциты, нейтрон, пропан, протон, экосистема, ядро атома; 

6) (изучаются в 11 классе и университете) адрон, аллель, альдегид, анти-

частица, бензольное кольцо, геном, глюон, гравитон, ДНК, изотоп, кварк, масс-

спектрограф, орбиталь, парсек, сингулярность, спин, ядерная реакция;   
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7) (изучаются в университете) эффект Мессбауэра, ядерный магнитный

резонанс, эффект Зеемана; 

8) (самые сложные, изучаются в университете) тензор, функционал, ва-

риация, дивергенция, ротор функции, градиент». 

Нейросеть разбивает текст на отдельные предложения, в каждом из них 

выделяет научные понятия и относит их к той или иной категории сложности. 

Результат выводится на экран в виде: «1. “Для того чтобы дать точную количе-

ственную формулировку закона электромагнитной индукции Фарадея, нужно 

ввести новую величину – поток вектора магнитной индукции”. Термины: 1) за-

кон электромагнитной индукции Фарадея – сложность 5; 2) поток вектора маг-

нитной индукции – сложность 5. Сумма: 5 + 5 = 10.  

2. “Вектор магнитной индукции характеризует магнитное поле в каждой

точке пространства”. Термины: 1) вектор магнитной индукции – сложность 5; 

2) магнитное поле – сложность 4; 3) пространство – 2. Сумма: 5 + 4 + 2 = 11...»

Соображения, представленные в этой и предыдущей главах, согласуются 

с унифицированной моделью оценивания качества объекта, предложенной 

А. И. Субетто в монографии [104]. Она включает в себя «субъект оценки (оце-

нивания), объект оценки (оценивания), логику (оператор, алгоритм) оценки, ба-

зу оценки»; при этом «в оценочную систему закладываются принципы сравне-

ния и отношения» [104]. В нашем случае субъектом оценивания является экс-

перт, объектом – тексты, задачи, высказывания и понятия, базой оценки – осно-

вание, по которому производится оценка, например тезаурус Z0 или список 

терминов с указанием их сложности.  

В завершение отметим, что для оценки сложности решения практической 

задачи (например, выполнения лабораторной работы) необходимо разложить 

соответствующую деятельность ученика на элементарные операции, оценить их 

сложность и просуммировать. Мы не будем подробно останавливаться на этом 

вопросе, так как он выходит за пределы настоящей монографии. 
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Итак, сложность задачи должна соответствовать уровню знаний школь-

ника. Чем выше сложность задачи, тем больше усилий должен затратить уче-

ник на ее изучение. Она в первую очередь зависит от семантической сложности 

используемых понятий и их количества. При увеличении числа использований 

данного понятия учеником уровень понимания увеличивается от 0 до 1, а его 

трудность уменьшается от бесконечности до некоторой величины, называемой 

семантической сложностью. Чем она меньше, тем выше частотность употреб-

ления понятия. Простые слова усваиваются учеником раньше и употребляются 

чаще, а сложные – реже и усваиваются в более позднем возрасте. Предлагае-

мый метод оценки сложности учебных задач предусматривает подсчет исполь-

зуемых понятий и учет их сложности. 
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2. Метод оценки сложности задачи Оглавление 4. Развитие умения решать
физические задачи в 7–11 классах: 

динамика процесса 

Обучение можно представить как чередование двух процессов: 1) сооб-

щение информации учителем; 2) выполнение учеником специально подобран-

ных учебных заданий (решение задач, перевод текстов, написание сочинений, 

создание компьютерных программ и т. д.). Выступление с докладом, конспек-

тирование лекции, просмотр учебного фильма, чтение учебника, поиск инфор-

мации в Интернете также можно рассматривать как выполнение соответствую-

щего учебного задания, заключающегося в осуществлении определенной по-

следовательности действий. Существуют различные методы изучения процесса 

решения задач учащимися: 1) анализ письменных или цифровых следов реше-

ния задачи, выявление ошибок, стратегий, этапов решения; 2) эксперименталь-

ные методы, в которых измеряются время решения, точность ответа, количе-

ство попыток и т. д.; 3) метод «вслух думай»: учащийся озвучивает все свои 

мысли, действия и рассуждения; 4) отслеживание движений глаз: помогает по-

нять, на какие элементы задачи учащийся обращает внимание, в каком порядке 

и т. д.; 5) анкетирование и интервью; 6) метод наблюдения; 7) анализ речевого 

взаимодействия с другими учащимися и другие. 

1. Метод статистических испытаний. Одним из методов исследования

дидактических процессов является метод имитационного (компьютерного) мо-

делирования [101; 113]. При этом осуществляется абстрагирование и формали-

зация ситуации, ученики заменяются абстрактными моделями (например, веро-

ятностными автоматами), создается компьютерная программа, моделирующая 

их деятельность. Для получения статистически значимых результатов проводят 
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серию вычислительных экспериментов, получают массив выходных данных, 

которые подвергаются статистической обработке. При достаточно большом ко-

личестве испытаний получающиеся значения приобретают статистическую 

устойчивость и могут рассматриваться как характеристики функционирования 

исследуемой дидактической системы «учитель – ученики». Результаты модели-

рования с соответствующими уточнениями могут быть распространены на ре-

альную группу учащихся, решающих задачу. 

Пусть необходимо создать несколько компьютерных моделей решения 

учебной задачи одним и несколькими учащимися, провести серию вычисли-

тельных экспериментов и, используя метод статистических испытаний, выявить 

закономерности исследуемого процесса, проанализировать получающиеся ре-

зультаты.  

Сущность используемого метода состоит в следующем: 

1. Создают компьютерную модель исследуемой системы (то есть аб-

страктную модель ученика – АМУ), позволяющую получать вектор выходных 

сигналов (y1, y2, ..., ym) при заданных векторе входных сигналов (x1, x2, ..., xn) и 

векторе внешних воздействий (F1, F2, ..., Fk).  

2. Автоматически выполняют серию из 103–105 испытаний компьютерной

модели, в ходе которых входные сигналы и внешние воздействия изменяются 

как случайные величины с заданными распределениями.  

3. Результаты вычислительного эксперимента обрабатывают статистиче-

скими методами и анализируют. При этом нет необходимости запоминать все 

входные и выходные величины, достаточно сохранить в памяти компьютера 

общие суммы различных исходов и количество испытаний, что поможет рас-

считать вероятности того или иного исхода, средние значения величин, их 

среднее квадратическое отклонение и т. д. Это позволяет установить статисти-

ческие характеристики исследуемой системы и закономерности ее поведения.  
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2. Результаты моделирования. В основе дискретно-стохастического

подхода к формализации функционирования деятельности ученика лежит поня-

тие вероятностного автомата – некоторого гипотетического устройства, кото-

рое при поступлении входного сигнала с заданной вероятностью переходит из 

одного состояния в другое и выдает соответствующий выходной сигнал [41; 

55]. Ниже рассмотрено несколько ситуаций, предложены компьютерные моде-

ли, представлены результаты моделирования и проведен их анализ [65]. 

Ситуация 1. Ученик решает задачу из n = 10 элементарных действий 

(ЭД). Вероятность правильного выполнения каждого действия приблизительно 

одинакова и равна p. В случае ошибки ученик возвращается к началу задачи и 

все ЭД (операции) начинает выполнять сначала. Из-за утомления он совершает 

не более NП попыток. Как зависит вероятность P решения задачи от p? 

Используется программа ПР-1 (Приложение к гл. 2). Для решения задачи 

ученик должен последовательно выполнить n ЭД. Чтобы промоделировать вы-

полнение действия с вероятностью p, используют метод определения исходов 

по жребию: компьютер берет случайное число x из интервала [0; 1] и проверяет 

условие x < p. Если оно выполняется, то действие Di считается успешно выпол-

ненным, счетчик выполненных действий ND увеличивается на 1. Если x > p, то 

данная попытка решения задачи провалилась, номер попытки nп увеличивается 

на 1, а ND не изменяется; компьютер снова «начинает решать задачу», выполняя 

первое действие, затем второе и т. д.  

Если число предпринятых попыток nп достигло NП, а задача не решена, то 

счетчик решенных задач не изменяется. Если «ученик смог решить задачу», по-

ка nп не превысило NП, то счетчик решенных задач RZ увеличивается на 1. Ис-

пользуется метод статистических испытаний: компьютер моделирует много-

кратное (M = 104) решение задачи и определяет вероятность P=RZ /M, которая 

выводится на экран в цифровом виде.  
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Рис. 3.1. Графики зависимостей вероятности решения задачи P от p 

Для построения графика зависимости P от числа попыток NП все это по-

вторяется в цикле при различных значения NП; для каждого случая строится 

график (рис. 3.1.1). Видно, что: 1) график P(p) похож на возрастающую логи-

стическую (сигмазоидную) кривую, которая с увеличением p стремится к 1; 

2) при увеличении числа попыток NП кривая P(p) смещается влево, стремясь к

некоторому предельному положению. Из графиков, в частности, следует, что 

при p < 0,5 даже большое количество попыток, предпринятых учеником, не 

приведет к решению задачи [65]. 

Ситуация 2. Ученик пытается решить задачу из n = 10 элементарных 

действий (ЭД) за ограниченное время tp. Вероятность правильного выполнения 

каждого действия приблизительно одинакова и равна p, а время выполнения 

tD = 1. В случае ошибки ученик возвращается к началу задачи и все действия 

начинает выполнять сначала. Как зависит вероятность P решения задачи уче-

ником за определенное время tp от вероятности p? 

Эта ситуация моделируется с помощью той же программы 1 (Приложение 

к гл. 2), в которой необходимо раскомментировать операторы с tp и закоммен-

тировать рядом стоящие операторы с NП (раскомментировать t0:=100-20*j и 

t>=t0, закомментировать N_popytok:=1+3*j и popytka >= N_popytok). Получаю-
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щиеся графики P(p) при различных значениях tp представлены на рис. 3.1.2. 

Видно, что при увеличении времени, отводимого на решение задачи tр, кривая 

P(p) смещается влево, стремясь к некоторому предельному положению. При 

p < 0,5 ученик даже за большое время tр не решит задачу. 

Ситуация 3. Имеется класс из N = 50 учеников, уровень знаний которых 

подчиняется нормальному закону распределения: 
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где cpZ  – средний уровень знаний, σ  – среднее квадратическое отклонение, i  – 

номер ученика. Учитель формулирует задачу, состоящую из m = 20 ЭД, слож-

ность cj которых убывает по экспоненциальному закону:  

,1c  ),exp(12 bcc −=  ),2exp(13 bcc −=  …, ).)1(exp(1 bmccm −−=  

Вероятность выполнения i-м учеником j-го действия 

))].(exp(1/[1 jii cZp −−+= α  

Необходимо определить средние значения времени T, за которые задачу решат 

0,1N, 0,5N и 0,9N учеников без подсказки [65].  

В программе 2 (Приложение к гл. 2) задается матрица Z[i] из N элементов, 

показывающих знания N учеников, которые принимают случайные значения, 

подчиняющиеся нормальному распределению с σ  = 0,3 и cpZ = 5. Также созда-

ется матрица сложностей ЭД (или операций) Slogn[j] jc=  ),...,,2,1( mj =  эле-

менты которой уменьшаются по экспоненциальному закону. Процесс решения 

задачи группой учеников моделируется в цикле по времени. В каждой итерации 

время увеличивается с шагом 1, перебираются все N учеников и моделируется 

выполнение i-м учеником соответствующего j-го ЭД случайным образом. Ве-

роятность выполнения действия pi вычисляется, исходя из сложности операции 

Slogn[j] и уровня знаний i-го ученика Z[i]. Если ЭД выполнено правильно, то i-

й ученик переходит к (j + 1)-му ЭД, который выполняется в следующий дис-

кретный момент времени. При успешном выполнении i-м учеником всех m ЭД 
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считается, что им задача решена. На экране рисуется график зависимости коли-

чества учеников N’, решивших задачу, от времени. После первой реализации 

этого процесса осуществляется вторая, третья и т. д. 

Рис. 3.2. Пять реализаций решения задачи группой учеников без подсказки 

На рис. 3.2 представлены графики N’(t) для 5 реализаций процесса реше-

ния 50 учениками задачи из 20 ЭД. Видно, что сначала, пока 20'≈< tt  УЕВ 

(усл. ед. времени), N' = 0, а затем количество решивших задачу учеников N' 

увеличивается по закону, похожему на зависимость ).exp(1)( atty −−=  На фор-

му кривых влияют случайные факторы. В некоторых реализациях ученики с 

низкими Zi долго не могут решить задачу (то есть N' < N). Внеся небольшие из-

менения в программу так, чтобы она выполняла 104 реализаций, удалось уста-

новить, что среднее время решения задачи: 1) 10 % учеников )1,0( NT = 25,6 

УЕВ; 2) половиной класса )5,0( NT = 39,3 УЕВ; 3) 90 % учеников )9,0( NT = 

= 74,4 УЕВ.  

Ситуация 4. Класс из N = 25–50 учеников решает задачу, состоящую из 

m = 20 ЭД. Самый первый ученик, решивший задачу, в течение времени t∆  

оформляет ее в тетради, а затем выводит свое решение на экран (или пишет на 

доске). В результате подсказки уровень знаний других учеников повышается на 
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Z∆ . Найти время, в течение которого задачу решат: 1) 0,5N учеников; 2) 0,9N 

учеников. Постройте графики изменения состояния класса. 

Используется компьютерная программа 3 (Приложение к гл. 2), анало-

гичная предыдущей. В ней осуществляется последовательное моделирование 

5–50 реализаций процесса решения задачи группой учеников. Алгоритм одной 

реализации исследуемого процесса состоит в следующем: 

1. Создать класс из N = 50 учеников с заданными уровнями знаний Z[i],

подчиняющимися нормальному распределению. 

2. Создать задачу с заданными сложностями Slogn[k] операций (их число

m = 20), уменьшающимися по экспоненциальному закону; flag:=0. 

3. Начало цикла по времени t с шагом 1.

3.1. Начало цикла по i от 1 до N (перебор всех учеников). 

3.1.1. Вычислить вероятности p(i,k[i]) выполнения i-м учеником k[i]-й 

операции O(k[i]) (с учетом подсказки, если flag = 1); 

3.1.2. Промоделировать выполнения i-м учеником O(k[i]). 

3.1.3. Если i-й ученик выполнил k[i]-ю операцию O(k[i]), то k[i], увели-

чить на 1, а иначе k[i]:=1. 

3.1.4. Если i-й ученик решил задачу (k[i]:=m), то flag:=1. 

Конец цикла по i. 

3.2. Сосчитать число учеников N’, решивших задачу, и вывести на экран. 

Конец цикла по времени t. 

Модель учитывает, что если один из учеников решил задачу (переменная 

flag становится равной 1), то через время t∆ он подсказывает остальным уче-

никам; при этом их знания увеличиваются на величину Z∆ : .' ZZZ ii ∆+=  До-

пустим, в классе 50 учеников ( cpZ = 5, σ = 0,3), а в задаче 20 ЭД, сложность ко-

торых: 8, 6,5; 5,4; 4,4 и т. д. Из результатов моделирования следует, что в отсут-

ствие подсказок (все ученики работают независимо) половина класса решит за-
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дачу за )5,0( NT = 41 ± 7 УЕВ, а 90 % класса – за )9,0( NT = 80 ± 17 УЕВ. Если 

ученик, решивший задачу первым, через время 3=∆ t  УЕВ подскажет решение 

так, что 2=∆ Z , то половина класса решит задачу за )5,0( NT = 39 ± 5 УЕВ, а 

90 % класса – за )9,0( NT = 50 ± 3 УЕВ. При увеличении степени эффективно-

сти подсказки значения )5,0( NT  и )9,0( NT  уменьшаются. 

Типичные графики зависимостей количества учеников, решивших задачу, 

от времени )(' tN  представлены на рис. 3.3. Первый ученик решает задачу за 

≈'t 19 УЕВ и через время 5=∆ t  УЕВ (то есть в момент ≈''t 24 УЕВ) сообщает 

свое решение всему классу. Графики )(' tN  при 5=∆ Z  представлены на 

рис. 3.3.1, а при 10=∆ Z  – на рис. 3.3.2. В обоих случаях промоделировано 15 

реализаций исследуемого процесса. Видно, что после подсказки количество уче-

ников, правильно решивших задачу, резко увеличивается до величины N = 50. 

Рис. 3.3. Моделирование решения задачи группой из 50 учеников с подсказкой 

Таблица 3.1. Результаты вычислительного эксперимента ( t∆ = 5 УЕВ) 

Среднее время решения =∆ Z 0 =∆ Z 1 =∆Z 2 =∆Z 3 =∆Z 5 =∆Z 10 

T(0,1N) (10 % учеников) 25,6 25,6 25,6 25,5 25,4 25,5 
T(0,5N) (50 % учеников) 39,3 39,0 39,2 39,1 38,9 39,3 
T(0,9N) (90 % учеников) 74,4 57,4 50,2 47,2 45,8 45,8 
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Было осуществлено моделирование при различных значениях t∆  и Z∆ . 

Оказалось, что среднее время решения 10 % и половиной всех учеников не за-

висит от подсказок и остается практически неизменным (табл. 3.1). Среднее 

время решения задачи 90 % учеников по мере увеличения Z∆  при 5=∆ t  УЕВ 

уменьшается от 74 до 46 (табл. 3.1). Это объясняется тем, что подсказка в 

первую очередь влияет на решение задачи слабыми учениками, увеличивая их 

шансы, а сильные ученики могут решить задачу и без подсказки. Степень эф-

фективности подсказки характеризуется приростом знаний Z∆  у учеников, по-

лучивших подсказку.  

Из этого следует, что, когда группа учеников решает задачу, учитель мо-

жет так организовать работу, что ученик, первым решивший задачу, покажет 

свое решение на доске (если это задание на составление программы, то на 

экране компьютера). Это поможет остальным ученикам справиться с заданием 

за существенно меньшее время.  

Таким образом, методом статистических испытаний промоделирована де-

ятельность учащихся, решающих задачу. При этом рассмотрены следующие 

ситуации: 1) решение задачи учеником, делающим заданное количество попы-

ток; 2) решение задачи учеником за ограниченный промежуток времени; 3) ре-

шение задачи группой учеников, работающих независимо; 4) решение задачи 

группой учеников при условии, что первый решивший ученик через небольшое 

время демонстрирует свое решение на доске, подсказывая остальным. Методом 

статистических испытаний получены графики зависимостей вероятности реше-

ния задачи от вероятности правильного выполнения элементарных действий. 

Для третьей и четвертой ситуаций определено время, в течение которого задачу 

решит половина и девять десятых класса, а также получены графики зависимо-

стей количества учеников, решивших задачу, от времени при различной степе-

ни эффективности подсказки. 
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3. Компьютерные модели
решения задач 

Оглавление 5. Зависимость количества усвоенных
понятий от их сложности 

Цель изучения физики состоит не только в сообщении ученикам опреде-

ленных сведений о физических фактах и законах, но и в развитии физического 

мышления [20; 42], сущность которого заключается в порождении физических 

знаний и объяснении физических явлений на основе творческого отражения и 

преобразования учащимися окружающего мира [50]. Развитие физического 

мышления требует анализа различных явлений природы, обсуждения наблю-

дений, проведения экспериментальных исследований, применения физических 

законов и т. д. Один из традиционных и широко используемых способов разви-

тия физического мышления состоит в решении специально подобранных задач 

различного уровня сложности [38]. Совокупность физических задач (ФЗ), ре-

шаемых школьником, зависит от освоенных им методов и может рассматри-

ваться как одна из характеристик его физического мышления. 

Умение решать ФЗ – важное познавательно-практическое умение, харак-

теризующее интеллектуальный уровень развития школьника [8; 106]. При изу-

чении новой темы происходят не только количественные изменения знаний 

учеников, обусловленные увеличением числа усвоенных понятий, законов, 

фактуальных положений, но и качественные изменения, вызванные овладением 

новыми методами решения задач. Они связаны с изучением неизвестных ранее 

законов, формул, правил и т. д. В результате отодвигается зона ближайшего 

развития ученика, у него формируются новые интеллектуальные способности, 

помогающие решить проблемы, ранее недоступные для понимания. Возникает 

вопрос: каковы закономерности формирования у школьника умения решать фи-

зические задачи при изучении физики в 7–11 классах по стандартной школьной 
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программе? Для ответа на него необходимо оценить количество ФЗ, которые в 

принципе может понять ученик на различных этапах изучения физики.  

Проанализируем процесс формирования навыка решения физических за-

дач в школе. Для этого проведем контент-анализ школьного курса физики, вы-

явим распределение формул и временну́ю зависимость количества ФЗ, решае-

мых школьником по мере изучения физики. Нами используется методологиче-

ский подход к анализу обучения математике, физике, информатике, согласно 

которому учебный процесс рассматривается с точки зрения овладения учени-

ком методами познания, позволяющими решать разнообразные задачи теорети-

ческого и практического плана. При этом применялись общетеоретические ме-

тоды познания (анализ и синтез, сравнение, классификация и т. д.), а также ме-

тод контент-анализа текста, в ходе которого выявлялись изучаемые школьни-

ком формулы и время их изучения, отсчитываемое от начала изучения физики 

(класс и номер параграфа).  

Процесс обучения приводит не только к количественным, но и к каче-

ственным изменениям системы знаний ученика, что проявляется в развитии 

мышления, появлении способности решать новые практические и теоретиче-

ские задачи [16]. Уровень интеллектуального развития школьника может быть 

охарактеризован совокупностью усвоенных им методов решения всевозможных 

проблем (чтение, письмо, выполнение арифметических операций, построение 

графиков, объяснение явлений, сборка электрической цепи и т. д.). Аналогично, 

степень сформированности физического мышления зависит от: 1) способно-

сти объяснять физические явления и результаты экспериментов; 2) уровня раз-

вития экспериментальных умений (проведение опытов, выполнение измере-

ний); 3) разнообразия различных типов ФЗ, решаемых учеником (задачи на ки-

нематику, геометрическую оптику, атомную физику и т. д.).  

Система знаний и интеллектуальных умений ученика, как и многие дру-

гие сложные системы (например, человеческая цивилизация), развивается не-

равномерно. Их плавная эволюция чередуется со скачкообразными переходами 

на более высокий уровень [11]. Когда ученик, применяя одни и те же методы, 
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решает задачи нарастающей сложности по одной и той же теме, увеличивается 

прочность знаний. Процесс развития физического мышления входит в фазу 

насыщения: решение однотипных задач не приводит к развитию физического 

мышления, но способствует закреплению знаний. После изучения новой темы, 

новых теоретических моделей, понятий, законов и формул происходит новый 

скачок, связанный с изучением нового метода, позволяющего решать задачи 

другого типа. Аналогичные чередования эволюционной (плавной) и революци-

онной (скачкообразной) фаз наблюдаются в развитии живых организмов, обще-

ства, науки, технологии и т. д. 

Как известно, ФЗ – это ситуация, требующая от учащихся мыслительных 

и практических действий, применения законов и методов физики, приводящая к 

овладению физическими знаниями и развитию мышления [97]. Г. А. Балл ввел 

понятие алгоритма решения задач данного класса, понимая под ним модель 

способа решения родовой задачи, который позволяет решить любую индивиду-

альную задачу из этого класса [8]. Например, алгоритм решения задач по теме 

«Теплообмен между телами» на составление уравнения теплового баланса или 

алгоритм решения задач по теме «Формула тонкой линзы». 

Решение ФЗ состоит из трех этапов: 1) анализ рассматриваемой ситуации, 

запись системы уравнений (формул), выражающих законы и определения фи-

зических величин; 2) осуществление алгебраических преобразований, решение 

в общем виде; 3) проведение вычислений. Как правило, второй и третий этапы 

требуют применения общеизвестных математических методов, которым учат в 

1–5 классах: метода алгебраических преобразований и метода вычислений. Фи-

зическая часть решения задачи заключается в выполнении первого этапа. 

Представим идеального ученика, полностью усваивающего сообщаемую 

ему учебную информацию. Допустим, что он занимается строго по школьным 

учебникам [79; 80; 89–91] (авторы: Г. Я. Мякишев, Б. Б. Буховцев, Н. Н. Сот-

ский, В. М. Чаругин; А. В. Перышкин, Е. М. Гутник), решая соответствующие 

ФЗ из задачника, подобного [96]. Его умение решать ФЗ развивается по мере 

изучения соответствующих формул и правил, представленных в учебниках фи-

37 



Майер Р. В. Сложность решения учебной задачи 

зики. Изучив тему «Статика», ученик овладевает методом решения задач по 

статике, изучив тему «Постоянный ток», он овладевает методом расчета цепей 

постоянного тока. То есть методом будем называть способ решения задач, в 

которых анализируются явления, относящиеся к одной теме. Любой такой ме-

тод включает в себя составляющие (подметоды), заключающиеся в применении 

конкретной формулы или какой-то последовательности интеллектуальных дей-

ствий (например, правила Ленца). Так, метод решения задач по геометрической 

оптике состоит из подметодов, предполагающих использование [79]: 1) закона 

отражения; 2) закона преломления; 3) формулы тонкой линзы; 4) формулы для 

расчета увеличения hHГ /= ; 5) способов построения хода лучей в линзе. 

Пусть ученик в течение времени [ ;1t '1t ] осваивает метод М1, с помощью 

которого можно решить n1 задач по теме Т1. Затем в течение промежутка 

[ ;2t '2t ] он изучает метод М2, позволяющий решить n2 задач по теме Т2. Если 

существуют физические задачи, которые решаются при одновременном ис-

пользовании методов М1 и М2, то ученик также может научиться их решать. 

Позже в течение интервала [ ;3t '3t ] ученик осваивает метод М3 и учится решать 

n3 задач по теме Т3, а также комбинированные задачи, требующие совместного 

использования методов М1, М2, М3. Изучение нового метода приводит к добав-

лению еще одной оси в пространстве методов (или в пространстве решаемых 

задач), размерность которого увеличивается на 1. Ситуация осложняется тем, 

что не любые два метода сочетаются друг с другом. Например, не существует 

школьных задач, решение которых требует одновременного применения зако-

нов динамики и волновой оптики.  

Анализ учебников физики [79; 80; 89–91] показал, что школьники овладе-

вают методами решения задач по: 1) кинематике; 2) динамике; 3) теме «Им-

пульс и его сохранение»; 4) теме «Работа, энергия, мощность»; 5) статике; 

6) молекулярно-кинетической теории; 7) термодинамике; 8) электростатике;

9) теме «Постоянный ток»; 10) теме «Магнитное поле»; 11) механическим ко-

лебаниям; 12) электрическим колебаниям; 13) волновому движению; 14) гео-

метрической оптике; 15) волновой оптике; 16) частной теории относительно-
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сти; 17) квантовой физике; 18) ядерным реакциям; 19) астрономии. Эти методы 

частично совпадают с темами школьного курса физики.  

Решение ФЗ предполагает использование математических методов, при-

менение которых часто связано с трудностями. Именно сложность математиче-

ских рассуждений является фактором, ограничивающим число решаемых задач. 

Например, в задачах по теме «Ядерные реакции» используется формула 
TtNtN /

0 2)( −= , то есть ученики должны уметь возводить число в нецелую сте-

пень и логарифмировать. Для решения ФЗ на преломление света необходимо 

умение вычислять синус и арксинус угла. В некоторых задачах на механиче-

ские колебания требуется вычислять синус и косинус, брать производные и т. д. 

Из анализа школьных задачников следует, что для решения ФЗ применя-

ются следующие математические методы: 1) использование формул элемен-

тарной геометрии: ,2 RL π=  ,2RS π=  abcV =  и т. д.; 2) сложение и вычитание 

векторов, проецирование векторных уравнений на оси координат; 3) решение 

системы уравнений; 4) решение квадратного уравнения; 5) применение теоре-

мы Пифагора, теоремы косинусов, теоремы подобия и других теорем геомет-

рии; 6) использование тригонометрических формул; 7) сложные алгебраические 

преобразования и вычисления со степенями, корнями, логарифмами и т. д.; 

8) нахождение производных. Кроме того, при решении многих ФЗ ученик ис-

пользует такие методы, как чтение, письмо, рисование, осуществление элемен-

тарных математических преобразований и вычислений. Они формируются в 

1–5 классах, и нами учитываться не будут. 

Каждой основной формуле из учебника физики фактически соответствует 

новый подметод, позволяющий решить некоторое множество качественных и 

количественных задач. Например, используя один закон Ома RUI /= , можно 

решить разные задачи на нахождение силы тока I, напряжения U , сопротивле-

ния R, отличающиеся друг от друга лишь алгебраическими преобразованиями. 

В дальнейшем всю совокупность задач, в которых используется лишь одна 

формула RUI /= , будем называть обобщенной одноформульной Физиче-
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ской Задачей № 1 (1ФЗ № 1). Другая совокупность задач, решаемых с помо-

щью одной формулы RtIQ 2= , будет называться обобщенной одноформульной 

Физической Задачей № 2 (1ФЗ № 2). Решение некоторых задач требует сов-

местного использования двух (трех) формул из одной темы, их обозначим через 

2ФЗ (3ФЗ) и назовем обобщенными двух- (трех-) формульными задачами.  

Некоторые задачи объединяют в себе две независимые задачи типа 1ФЗ; 

при этом ученик получает два ответа путем независимого применения двух 

формул к входным данным. Например: «Найдите импульс и кинетическую 

энергию тела массой 100 г, движущегося со скоростью 0,7 м/с». Эта задача не 

относится к 2ФЗ. Двух- или трехформульные задачи решаются путем совмест-

ного применения двух или трех подметодов (например, совместного решения 

двух уравнений). Пример условия задачи типа 2ФЗ: «Импульс тела массой 

100 г равен 0,08 кг ⋅ м/c. Чему равна его кинетическая энергия?» Задача решается 

путем подстановки одной формулы в другую:  

,υmp =  ,/ mp=υ  .2/2/ 22 mpmEK == υ  

В сознании ученика совокупность физических понятий, формул и решае-

мых задач опирается на систему понятий (рис. 4.1). Одно понятие может вхо-

дить в несколько формул, каждой из которых соответствует одна задача типа 

1ФЗ. Двухформульные задачи могут быть сведены к двум соответствующим 

одноформульным задачам, а трехформульные – к двум задачам 2ФЗ и 1ФЗ или 

к трем задачам 1ФЗ. Вместе с ними на уроках анализируются двухформульные 

задачи 2ФМЗ и трехформульные задачи 3ФМЗ; решение последних требует 

применения не только физических, но и математических формул. Кроме того, 

учитель решает комплексные задачи КФЗ, предполагающие использование 

различных методов (то есть знаний из различных тем). Например, рассмотрим 

следующую задачу: «Сколько времени необходимо, чтобы вcкипятить =m 0,37 

кг воды при 20 °С на электроплите с КПД 0,43, если сопротивление спирали 

=R 20 Ом, напряжение питания 220 В?» Для её решения потребуются формулы 

из различных тем: ,1 TmcQ ∆=  ,/ RIU =  ,2
2 RtIQ =  ./ 21 QQ=η  
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Рис. 4.1. Взаимосвязь понятий, формул и задач 

В 7–9 классах учитель обучает отдельным методам, решая задачи типа 

1ФЗ, 2ФЗ, 2ФМЗ, 3ФЗ и 3ФМЗ с формулами, относящимися к одной теме; за-

дачи типа КФЗ слишком сложны, на них не хватает времени. В 10 и 11 классах 

после рассмотрения задач типа 2ФЗ, 2ФМЗ, 3ФЗ и 3ФМЗ по текущей теме учи-

тель может перейти к решению комплексных задач. Если ученик освоил задачи 

типа 1ФЗ, 2ФЗ и 2ФМЗ, то задачи 3ФЗ, 3ФМЗ и КФЗ находятся в зоне его бли-

жайшего развития и могут быть поняты без особого труда. Общее количество 

N ФЗ, решаемых идеальным учеником, характеризует его знания, а также рас-

пределение учебного материала и применяемую методику обучения. При реше-

нии двух-, трехформульных и комплексных ФЗ происходит изменение 

структуры физического мышления, школьники учатся анализировать сложные 

физические ситуации, выделять различные явления и из большой совокупности 

формул выбирать те, которые позволяют решить конкретную задачу. 

С целью изучения динамики формирования у школьников умения решать 

ФЗ был проведен контент-анализ учебников физики [79; 80; 89–91]. В резуль-

тате получился список формул с указанием класса и номера параграфа. Анали-

зируя школьные задачники, удалось установить количество задач типа 1ФЗ, 

2ФЗ, 2ФМЗ, 3ФЗ, 3ФМЗ, которые в принципе могут быть решены после изуче-

ния параграфа p с помощью только что изученных и предыдущих формул и 

правил, относящихся к соответствующей теме (табл. 4.1).  
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Таблица 4.1. Результаты анализа школьных учебников по физике 

Также определено число задач типа КФЗ, решаемых разными методами (с 

помощью формул из текущей и предыдущих тем). При этом учитывалось, что 

при изучении физики в 7–9 классах учитель решает только задачи типа 1ФЗ, 

2ФЗ, 2ФМЗ, 3ФЗ и 3ФМЗ, а в 10 и 11 классах, когда математическая подготовка 

учеников достигла высокого уровня, учитель также рассматривает комплекс-

ные физические задачи КФЗ, относящиеся к различным темам, которые были 

изучены раньше.  

Таблица 4.2. Количество различных типов обобщенных задач (10 класс) 

На основе первичных таблиц типа табл. 4.1 в Excel были созданы табли-

цы, в которых перечислены номера параграфов (1 строка) и указаны количества 

задач типа 1ФЗ (равные числу изученных на тот момент формул), 2ФЗ и 2ФМЗ, 

3ФЗ и 3ФМЗ, КФЗ, полученные суммированием с накоплением (табл. 4.2). 
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Нижние две строчки соответствуют общему числу S1 задач 1ФЗ, 2ФЗ и 2ФМЗ, а 

также количеству S2 всех задач 1ФЗ, 2ФЗ, 2ФМЗ, 3ФЗ, 3ФМЗ и КФЗ. Задачи 

типа 2ФЗ требуют использования двух физических формул (подметодов); зада-

чи 2ФМЗ – физической и математической формул, задачи 3ФМЗ – трех формул, 

хотя бы одна из которых физическая, а другая – математическая. 

Рис. 4.2. Изменение числа решаемых задач с течением времени (7–9 кл.) 

Рис. 4.3. Изменение числа решаемых задач с течением времени (10–11 кл.) 
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На основе полученных таблиц были построены графики, показывающие 

увеличение числа физических задач, которые в принципе могут быть решены и 

поняты в 7–9 классах (рис. 4.2) и в 10–11 классах (рис. 4.3). По горизонтали от-

кладывается номер параграфа p, изменяющийся от 1 до 458. Кривая 1 соответ-

ствует количеству изученных формул, равному числу N1 задач 1ФЗ. График 2 

показывает, как изменяется количество задач типа 1ФЗ, 2ФЗ и 2ФМЗ, а график 

3 отвечает суммарному числу задач типа 1ФЗ, 2ФЗ, 2ФМЗ, 3ФЗ, 3ФМЗ и КФЗ. 

Видно, что развитие умения решать ФЗ происходит неравномерно; например, в 

конце 10 класса при изучении темы «Постоянный ток» число задач, решаемых 

идеальным учеником, резко увеличивается (показано стрелкой). К концу 

7 класса общее число задач 1ФЗ, 2ФЗ, 2ФМЗ, 3ФЗ и 3ФМЗ увеличивается от 0 

до 53; в 8 классе оно возрастает в 2,74 раза до 145; в 9 классе возрастает в 

1,6 раза, достигая 232. В 10 классе добавляются КФЗ; общее число решаемых 

ФЗ возрастает в 2,06 раза достигая 478; в 11 классе возрастает в 1,29 раза дости-

гая 616. Считая, что в каждом классе учебный год длится около 9 месяцев, по-

лучаем, что среднее увеличение числа задач N в 7 классе составляет 5,89 за-

дач/месяц, в 8 классе – 10,2 задач/месяц, в 9 классе – 9,67 задач/месяц, в 

10 классе – 27,3 задач/месяц, в 11 классе – 15,3 задач/месяц. 

Полученные результаты подтверждают, что по мере изучения физики в 

школе у учеников происходят качественные изменения структуры мышле-

ния. Во время обучения школьник: 1) учится на качественном уровне объяс-

нять физические явления, используя физические понятия и законы; 2) овладе-

вает знаниями о методах измерения физических величин; 3) изучает математи-

ческие соотношения (формулы) и иные правила (например, правило левой ру-

ки), связывающие физические величины; 4) приобретает умение решать одно-

формульные задачи, получая числовой ответ; 6) развивает умение решать двух- 

и трехформульные задачи; 7) формирует умение решать комплексные задачи на 

применение законов из разных разделов физики, получая числовой результат. 

Некоторые из этих составляющих процесса формирования умения решать ФЗ 

происходят одновременно и параллельно друг другу. 
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Итак, анализ школьного курса физики и выявленных физических формул 

позволил подсчитать число типов физических задач, которые в принципе могут 

быть решены или поняты учеником. Были выделены следующие типы задач: 

1) одноформульные ФЗ, для решения которых достаточно одной физической

формулы (их количество равно числу изученных физических формул); 

2) двухформульные ФЗ, решение которых предполагает совместное использо-

вание двух формул, как минимум одна из которых физическая; 3) трехфор-

мульные ФЗ, для решения которых требуется три формулы; 4) комплексные 

задачи, предусматривающие использование как минимум двух физических 

формул, относящихся к разным методам (разделам физики). Установлено, что к 

концу 11 класса ученик способен решить (понять) около 200 одноформульных 

задач, 275 двухформульных задач и 145 трехформульных и комплексных задач, 

в которых физические формулы сочетаются различным образом. Полученные 

графики характеризуют временную динамику развития умения решать задачи – 

важной составляющей физического мышления. 
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4. Развитие умения решать
физические задачи в 7–11 классах: 
динамика процесса 

Оглавление 6. Сложность логических рассуждений

Одно из условий эффективного обучения состоит в соответствии сложно-

сти изучаемых вопросов лингвистическим и когнитивным способностям учени-

ков (то есть их тезаурусу и интеллектуальным навыкам). Изучаемый материал 

не должен быть очень сложным, иначе ученик не сможет адекватно его воспри-

нять и усвоить; это приведет к снижению мотивации к обучению. В связи с 

этим определенный интерес представляет собой изучение процесса формирова-

ния тезауруса школьника с позиций сложностно-синергетического подхода, а 

также зависимости числа усвоенных учеником понятий от их сложности [88].  

1. Сложностно-синергетический подход к обучению. Дидактическая

система «учителя – ученики» относится к сложным системам с огромным коли-

чеством внутренних состояний и характеризуется большим числом следующих 

атрибутов (неотъемлемых признаков): 1) цели и задачи; 2) структура, то есть 

множество элементов и связей; 3) параметры, свойства учителей и учеников (их 

знания, навыки, интеллектуальные способности, черты характера); 4) ресурсы, 

применяемые методики и т. д. Ей присущи основные свойства сложных си-

стем [5]: целостность, иерархичность, эмерджентность, множественность опи-

сания, направленность, динамичность, наличие и изменение цели обучения; 

наличие этапов эволюционного и революционного (скачкообразного) измене-

ния знаний ученика, общая устойчивость системы, цикличность развития и т. д. 

С позиций информационно-кибернетического подхода дидактическая систе-

ма «учителя – ученики» относится к системам управления, охваченным прямы-

ми и обратными связями. Состояние каждого ученика можно описать большим 

числом переменных Z1, Z2, …, ZM, отражающих уровень знаний упорядоченной 

совокупности элементов учебного материала.  
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В процессе обучения происходит развитие учеников – необратимый пе-

реход в другое, более сложное состояние, сопровождающийся постепенным 

превращением количественных изменений в качественные и чередованием пе-

риодов постепенного и скачкообразного усложнения знаний. Его движущей 

силой является противоречие между требованиями учителя или учебной про-

граммы и имеющимся уровнем знаний ученика по тем или иным вопросам. 

Причины развития разделяются на: 1) внутренние: интерес и потребности уче-

ника, мотивация; 2) внешние: требования учителей и родителей [21; 22]. 

Система «учителя – ученики» (как и другие сложные системы) в процессе 

развития последовательно проходит три стадии [11; 35]: 1) конвергенция, то 

есть устойчивое эволюционное развитие системы знаний и умений ученика, ее 

адаптация к требованиям учителя; 2) дивергенция, или предскачковое состоя-

ние, в котором появляется некоторая совокупность альтернативных путей вы-

полнения учебных заданий, возникают предпосылки для скачка на качественно 

более высокий уровень; 3) критическая стадия, в которой система переходит в 

качественно иное состояние, совершая скачок: ученик приобретает новые ин-

теллектуальные навыки, осваивает новые методы решения задач, знакомится с 

новым подходом, концепцией или теорией. Многие сложные системы развива-

ются именно так: снежинки падают, снег постепенно накапливается, и в какой-

то момент под влиянием внешнего фактора (звука) или без него наблюдается 

скачок – сход лавины.  

В сознании ученика периодически происходит смена представлений, по-

нятий и теоретических моделей [3; 18]. Жизненный цикл сложных понятий и 

представлений ученика по некоторому вопросу сводится к последовательному 

чередованию следующих этапов: 1) появление понятия (представления, теории) 

в сознании ученика; 2) его использование; 3) эволюция понятия (теории), уточ-

нение его признаков; 4) перерождение понятия в более сложное и правильное 

понятие. Например, сначала у ученика зарождаются представления об атоме 

как о твердом массивном шарике, затем он знакомится с планетарной моделью 

атома Резерфорда, далее с теорией Бора и, наконец, с орбитальной моделью. 
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Рис. 5.1. Система понятий (слов) и связей между ними 

Во время обучения используется вербальное кодирование информации. 

Ребенок в возрасте 2–6 лет, взаимодействуя с окружающим миром, знакомится 

с новыми объектами, их названиями и понятиями, обозначающими их свойства, 

связи и отношения. В его сознании одновременно формируется языковая и 

обыденная картины мира, сложность которых постепенно возрастает. Понятия 

образуют древовидные структуры, опирающиеся на результаты чувственного 

восприятия окружающих явлений. Подобная структура изображена на рис. 5.1, 

который получен с помощью модели, представленной на сайте https://www. 

complexity-explorables.org. Образующаяся система понятий и примитивных 

представлений может стать основой для формирования научной картины мира. 

2. Семантическая сложность понятий. Формирование в сознании уче-

ников большинства абстрактных понятий осуществляется чисто логически, то 

есть путем формулирования определений, решения теоретических задач, а так-

же в результате умозрительных обсуждений различных физических экспери-

ментов, воображаемых объектов и методов их исследования. Семантической 
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сложностью понятия )(ПS  относительно тезауруса Z0 будем называть число 

простых слов (с =S 1) из Z0, которые следует произнести, чтобы объяснить по-

нятие П. Для оценки сложности таких понятий, почти не связанных с чувствен-

ным опытом, применим метод вычисления сложностей. Учтем, что между 

понятиями существуют логические связи, а их система имеет иерархическую 

структуру, в которой из абстракций k-го уровня формируются определения аб-

стракций )1( +k -го уровня сложности. В результате возникают цепочки взаи-

мосвязанных понятий, например: перемещение => скорость => ускорение; сила 

=> работа => мощность => интенсивность; заряд => электрический ток => маг-

нитное поле => магнитная индукция => магнитный поток => электромагнитная 

индукция => ЭДС индукции и т. д.  

Если в определении понятия П упоминаются понятия 1П , 2П , 3П , то их 

назовем образующими понятия П. Можно записать: DП = ( 1П , 2П , 3П ), где 

D  – оператор определения (дефиниции). Понятие П сложнее любого образу-

ющего его понятия: >)(ПS )( 1ПS , >)(ПS )( 2ПS  и т. д. Для каждого понятия 

i-го уровня можно найти одно или два самых близких по сложности образую-

щих его понятия )1( −i -го уровня. Например, для понятия «ускорение» самым 

сложным образующим понятием является «скорость». Тогда: S (ускоре-

ние) ⋅≈ K S (скорость), где K  из интервала [1; 1,5]. Если понятие П немного 

сложнее самого сложного образующего понятия 'П , то ≈K 1,1; если заметно 

сложнее, то ≈K 1,3; если значительно сложнее, то ≈K 1,5. Можно записать: 

S (антипротон) ⋅≈ 1,1 S (протон), S (ускорение) ⋅≈ 3,1 S (скорость), S (магнит-

ный поток) S⋅≈ 5,1 (магнитная индукция) [72, с. 42]. 

Возможен другой подход, когда к сложности образующего понятия при-

бавляется некоторое целое m из интервала [1; 9], например: S (ускорение) = 

= S (скорость) + m. При этом число m показывает, сколько простых слов с 1=S  

нужно добавить к понятию «скорость», чтобы дать определение ускорению. 

Переход на следующий уровень соответствует увеличению сложности на вели-
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чину m, приблизительно равную 2–7 (например: «скорость – путь делить на 

время»). Это объясняется тем, что научные понятия долго эволюционировали, 

происходил их «естественный отбор». Из принципа экономии мышления сле-

дует, что появление нового понятия оправдывает себя в том случае, когда его 

определение сложнее самого сложного из образующих понятий на 2–7 слов. 

Например, S (ускорение) ≈ S (скорость) + 3. 

3. Связь сложности понятий с частотой употребления. Как показыва-

ют исследования [81; 129], семантическая сложность слова связана с частотой 

его использования. Часто употребляемые слова обычно характеризуются невы-

сокой сложностью, имеют более широкий диапазон значений и соответственно 

несут меньше информации. В [81] выявлена отрицательная корреляция между 

возрастом усвоения слов человеком и их частотностью; это означает, что редко 

встречающиеся слова в среднем усваиваются позже. Возраст приобретения, 

частотность, образность связаны между собой и определяют время извлечения 

слова из памяти. Как правило, ранее приобретенные слова имеют более высо-

кую образность и частоту употребления [129].  

Чем больше сложность слова, тем меньше его частота употребления. Это 

объясняется следующим: 1) обычно обсуждение многих проблем начинается с 

простых вопросов и не всегда переходит к сложным, причем уровень сложно-

сти может быть низким, средним или высоким (это зависит от целевой аудито-

рии); 2) число специалистов по конкретной проблеме всегда меньше количества 

неспециалистов (включая детей), которым сложные рассуждения не понятны.  

Психологи отмечают, что во время формирования языковой системы ре-

бенка его мышление до-логическое, комплексное. Ребенок легче усваивает сло-

ва, характеризующиеся высокой наглядностью и обозначающие объекты, 

встречающиеся в повседневной жизни [110]. Формируются связи «образ – зна-

чение», вокруг них образуются семантические поля, возникают концепты, со-

ставляющие обыденную картину мира. Усвоенные слова активно употребляют-

ся в устной речи, то есть оказываются включенными в деятельность.  
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Одновременно с этим дошкольник часто слышит другие непонятные для 

него слова. Родители, воспитатели и учителя объясняют те понятия, которые 

ребенок способен понять и представить. Абстрактные термины, образованные 

от других абстракций, он узнает позже. Чем сложнее понятие, чем абстрактнее 

и дальше от обыденной картины мира, тем оно позднее усваивается членами 

общества и тем реже употребляется. Поэтому семантическая сложность слова 

может быть охарактеризована средним возрастом его усвоения или частотой 

использования. То же самое относится к учебным задачам и другим ЭУМ. 

Введем частотную сложность слова F, под ней будем понимать величину 

318,3)/10ln( 6 −= fF , где f  – среднее число использований слова в корпусе 

русского языка, приходящееся на миллион слов и определяемое по частотному 

словарю [48], содержащему общеупотребительные слова. В среднем, чем чаще 

используется то или иное слово, тем меньше его сложность. У часто использу-

емых слов F близко к 0; у самых редких слов, встречающихся в словаре, 

=F 10,5. Как показано в [72], сложность научных терминов может превышать 

50 и даже 100 (например, интеграл, ротор вектора и т. д.; их нет в частотном 

словаре). Это означает, что для объяснения некоторых понятий требуется про-

изнести более 100 простых слов из тезауруса Z0 пятиклассника. 

Большинство слов с частотной сложностью ≤F  7 хорошо известны уче-

никам 1–4 класса; они обозначают объекты, часто встречающиеся в повседнев-

ной жизни (вода, воздух, свет, солнце), или величины, которые многократно 

измерялись (расстояние, площадь, объем, угол, масса). Многие из этих понятий 

входят в тезаурус первоклассника и являются основными, с помощью которых 

определяются другие, более сложные понятия [61; 72]. Они опираются на ре-

зультаты чувственного восприятия объектов, поэтому для нахождения сложно-

сти нет необходимости анализировать их определения.  

По мере развития ребенка наблюдается рост числа усвоенных слов, при-

чем в первую очередь усваиваются слова с высокой частотой употребления f  

(низкой частотной сложностью F). Окружающий мир бесконечно разнообразен, 
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научная картина мира, характеризующая наиболее существенные и изученные 

аспекты объективной реальности, сложна. Во время обучения происходит от-

ражение многомерных научных знаний в сознании ученика, что приводит к 

развитию его языковой картины мира. Увеличение детализации отображения 

научной картины мира в сознании ученика связано с изучением новых объек-

тов, сочетающих в себе различные элементарные признаки (атрибуты). Ученик, 

усвоивший большое количество понятий, идей и методов, из-за логических и 

ассоциативных связей легче приобретает новые знания. Чем больше слов уче-

ник усвоил к концу i-го года обучения, тем больше элементарных идей и поня-

тий, основанных на их комбинациях, он может усвоить в )1( +i -м году. Количе-

ство возможных комбинаций признаков объектов (а значит, и отображающих 

их терминов) по мере усложнения изучаемых вопросов возрастает по экспонен-

циальному закону. Обучение сопровождается увеличением жизненного опыта 

ученика, расширением словарного запаса и совокупности усвоенных идей и 

теорий. 

4. Зависимость числа усвоенных понятий от их сложности. В процессе 

познания (обучения) человек открывает для себя новые объекты и их признаки, 

устанавливает новые факты, для обозначения которых требуются новые поня-

тия (слова). Мозг легко схватывает простые идеи, сложные мысли понимаются 

с трудом: по мере увеличения сложности понятий semSS =  пропускная спо-

собность «мозгового декодера» уменьшается до нуля [72, с. 31–33].  

Рассмотрим k-летнего ребенка (ученика), слушающего различных воспи-

тателей и учителей, употребляющих слова, сложность которых изменяется в 

широких пределах (от 1 до 100). Вероятность того, что понятия со сложностью 

S принадлежат тезаурусу kZ  среднестатистического k-ученика обозначим через 

)(SPk . В принципе она может быть определена следующим образом: 1) созда-

ется список слов со сложностью SS ∆±  ( SS <<∆ ); 2) из генеральной совокуп-

ности k-учеников делается репрезентативная выборка; 3) путем тестирования 
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определяется средняя доля слов из списка, которые известны этой совокупно-

сти учеников. 

По мере увеличения сложности слов S вероятность их вхождения в тезау-

рус )(SPk  убывает; соответственно уменьшается вероятность понимания учи-

теля. «Мозговой декодер» ребенка, занимающийся семантической переработ-

кой поступающей информации, фактически является каналом связи с ограни-

ченной пропускной способностью [74, с. 125–131]. Его коэффициент передачи 

(вероятность понимания) )(SPk  зависит от сложности S  поступающих поня-

тий, а также степени обученности ребенка .b  Ученик с высокой вероятностью 

понимает простые термины ( =kP 1) и с низкой вероятностью – сложные  

( 0→kP ). Логично предположить, что чем выше сложность термина S, тем ни-

же вероятность его понимания ребенком в возрасте k лет (рис. 5.2.1):  

.
))(exp(1

1)(
k

k bSa
SP

−+
=  

Если kbS = , то =)( kk bP 0,5 (точка В).  

График )(SN  на рис. 5.2.1 показывает зависимость числа слов в частот-

ном словаре русского языка от их сложности: )exp( SN α= , где N  – число 

слов, приходящихся на единичный интервал [ ;S 1+S ]. Количество слов со 

сложностью S, которые известны ребенку, равно: ).()()( SNSPSn =  График 

этой функции легко построить с помощью Excel. Получающаяся кривая )(Sn  

возрастает (из-за особенностей словаря), а затем, достигнув максимума, убыва-

ет, стремясь к нулю (из-за неспособности мозга декодировать сложные поня-

тия). Площадь под графиком )(Sn  равна словарному запасу ученика. 

Если по оси ординат откладывать логарифм от N, то зависимости )(SN  

будет соответствовать возрастающая прямая (рис. 5.2.2). По мере взросления 

человека (роста k) происходит увеличение пропускной способности «мозгового 

декодера», и точка B смещается вправо: .1051 bbb <<  Зависимость 
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)()()( SNSPSn =  выражается графиками )(1 Sn , )(2 Sn  и )(3 Sn . В любом воз-

расте количество усвоенных учеником слов (идей) с ростом сложности сначала 

возрастает, а затем убывает. Это обусловлено распределением слов в частотном 

словаре и зависимостью пропускной способности мозга от их сложности. 

  

 

Рис. 5.2. Зависимость числа усвоенных понятий от их сложности 

 

Полученные закономерности могут быть распространены и на решение 

задач различной сложности. Рассмотрим, например, сложение двух чисел в уме. 

Одиннадцатиклассник легко складывает однозначные числа, но количество та-

ких задач невелико (около 50). Сложение двухзначных чисел иногда приводит к 

ошибкам (число задач около 400), а найти сумму трехзначных чисел сможет не 

каждый. Сложение многозначных чисел для многих является неразрешимой за-

дачей. То есть с ростом сложности количество задач, решаемых учеником, сна-

чала увеличивается, достигает максимума, а затем уменьшается. Все это отно-

сится к физическим, математическим и иным задачам, а также развитию науки 

и человечества в целом. Для каждого момента времени по мере увеличения 

сложности число существующих в науке терминов (идей, теорий) сначала воз-

растает, достигает максимума, а затем убывает до нуля. По мере развития науки 

максимум смещается в сторону большей сложности.  
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Рассмотрено применение сложностно-синергетического подхода к учеб-

ному процессу, которому присущи основные свойства сложных систем, этапы 

эволюционного и скачкообразного изменения знаний ученика, цикличность 

развития и т. д. Дано определение семантической сложности понятий, предло-

жен метод ее вычисления путем выявления самого сложного образующего по-

нятия и учета его сложности. Так как увеличение сложности слов сопровожда-

ется уменьшением частоты их употребления, то введена новая характеристика – 

частотная сложность слова. Математически промоделирована зависимость 

количества усвоенных учеником понятий от их сложности и пропускной спо-

собности «мозгового декодера». Получена зависимость числа усвоенных поня-

тий от их сложности; ей соответствует кривая )(Sn , которая по мере увеличе-

ния сложности сначала возрастает, достигает максимума, а затем убывает. 

Площадь под этим графиком равна общему числу слов, используемых учени-

ком. В результате обучения максимум зависимости )(Sn  сдвигается в сторону 

увеличения сложности. 
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5. Зависимость количества усвоенных
понятий от их сложности 

Оглавление 7. Сложность математических
рассуждений в учебных текстах 

Все тексты можно разделить на: 1) повествовательные, в которых изла-

гаются факты; они имеют структуру naaa ...21  R mbbb ...21 , где ,ia  jb  – имена 

предметов, R – отношение между ними; 2) объяснительные, в которых объяс-

няются факты, доказываются теоремы; структура объяснительной информации: 

nAAA ...21 B→  (стрелка символизирует логическое следование) [107]. Решение 

теоретической задачи представляет собой последовательность высказываний, 

связанных между собой логическими связями и приводящих от условия к отве-

ту. Очевидно, что логические рассуждения, касающиеся некоторой совокупно-

сти явлений, сложнее их описания, содержащего такое же количество слов. По-

этому оценка сложности логических рассуждений в учебных текстах и решени-

ях задач – важная проблема дидактики. 

1. Логические связи. В процессе обучения обычно используются основ-

ные логические формы мышления: понятие, суждение и умозаключение (то 

есть выведение нового суждения из одного или нескольких суждений). Сужде-

ние состоит из квантора («все», «некоторые»), субъекта (то, о чем говорится), 

связки («есть», «не есть») и предиката (то, что говорится) [9]. Умозаключения 

бывают индуктивные, дедуктивные и по аналогии. Рассуждением называется 

последовательность утверждений, логически связанных друг с другом [17]. При 

изучении рассуждений, например составляющих доказательство теоремы, в со-

знании ученика возникает логическая цепь – последовательность суждений, со-

единенных логическими связями. 

Логическим рассуждением называют [17]: 1) продукцию на качествен-

ном уровне, то есть рассуждения типа: {Все тела состоят из частиц} и {Солн-
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це – это тело} => {Солнце состоит из частиц}; 2) рассуждения имеющие кон-

струкцию: «если… то…»; «так как… то…»; {факт 1}, потому что {факт 2};  

3) подстановки типа: так как ,cba =  ,/ yxb =  то ;/ cyax =  4) разнообразные 

математические правила типа: если ,cba =  то ;/bca =  если ,n ba =  то ;ban =  

если ,)cos( ba =  то );arccos(ab =  если ),sin(axy =  то ).cos(' axay =  

При выполнении учебных заданий реализуются различные виды логиче-

ских связей: вид – род, род – вид, вид – вид, часть – целое, причина – след-

ствие («значит», «поэтому»), последовательность, тождественность, отрицание, 

дизъюнкция, конъюнкция, импликация (логическое следование), эквиваленция 

и т. д. Средствами связи являются: предлоги, союзы (и, или), частицы (именно, 

только, ведь), местоимения, прилагательные и причастия (данный, этот, ука-

занный, названный, такой, подобный), вводные слова и словосочетания 

(например, во-первых, итак), слова – организаторы логических связей (поэтому, 

следовательно), резюмирующие слова (подведем итог, сделаем вывод) [17]. К 

наиболее сложным связям следует отнести: 1) теоремы-правила на основе 

конструкции «если… то…», связывающие два или более суждений; 2) логиче-

ский вывод, то есть последовательность рассуждений, осуществляющих пере-

ход от некоторых предпосылок (исходных суждений) к заключениям.  

Будем исходить из того, что логическая сложность системы рассужде-

ний в первую очередь зависит от количества и сложности элементов (сужде-

ний) и логических связей между ними, а особенностями структуры можно пре-

небречь [61]. Так, например, поступают в электронике: когда хотят охарактери-

зовать сложность микросхемы (или электронного прибора), указывают число 

транзисторов (или микросхем), не уточняя, как они связаны между собой.  

2. Сложность логических рассуждений. Наибольшую сложность имеют 

условные (импликативные) суждения «если (условие), то (заключение)» и экви-

валентные суждения «если и только если (условие), то (заключение)», истин-

ность которых доказана ранее. Это могут быть законы, теоремы, правила про-

дукции и т. д. При этом условие может состоять из двух или более высказыва-
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ний, соединенных союзами «и» или «или». Возникает вопрос: что делает логи-

ческие рассуждения сложными? Сложность логических рассуждений зави-

сит: 1) от когнитивной сложности связываемых суждений, то есть посылок и 

выводов, определяемой сложностью входящих терминов; 2) от сложности пра-

вил продукции «если… то…», «так как… то…».  

Любой пятиклассник хорошо понимает значение логических конструкций 

«и», «или», «не», «если… то…», «так как… то…», «значит» и рассуждения ти-

па: «если небо ясное, то дождь не пойдет», «так как зимой холодно, то река по-

крывается льдом», «камень падает вниз, потому что его притягивает Земля» и 

т. д. А теперь рассмотрим умозаключение, проводимое на уроках физики в 

11 классе: «так как LC/10 =ω , то при увеличении индуктивности катушки в 

4 раза собственная частота колебаний контура уменьшается в 2 раза». Его ди-

дактическая сложность значительно выше, так как зависит от сложности мате-

матической формулы и понятий «частота», «индуктивность», «емкость».  

Для оценки дидактической сложности рассуждений в тексте необходи-

мо выбрать пороговый уровень сложности знаний U и учитывать только те ло-

гические связи, сложность которых превосходит этот уровень. Если за U при-

нять максимальный уровень сложности рассуждений, понятный выпускнику 

четвертого класса, то высказывания ,2173 =⋅  2765 >  или «при нагревании тела 

расширяются» следует считать очевидными и не учитывать при определении 

сложности решения УЗ. Сложность исходных посылок и следствий может быть 

определена путем суммирования сложностей составляющих их слов. Под 

сложностью термина (слова) относительно тезауруса Z0 будем понимать коли-

чество обычных слов со сложностью S = 1, которое надо произнести, чтобы 

максимально кратко объяснить данный термин ученику с тезаурусом Z0.  

Часто ЭУМ содержит последовательность расположенных друг за другом 

высказываний, связанных логическими связями, которые доказывают (под-

тверждают, обосновывают) какую-то одну идею (теорему, формулу и т. д.). 

Иногда ЭУМ начинается словами «Рассмотрим треугольник…», «Докажем тео-
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рему…», «Выведем формулу…» и т. д., а заканчивается формулировкой дока-

зываемого утверждения. При этом реализуется формально-логический способ 

изложения материала. Логические рассуждения, составляющие текст, являются 

результатом таких интеллектуальных операций над теоретической моделью 

объекта познания, как обоснование вывода, выдвижение гипотезы, проведение 

доказательства и т. д. Иногда эти операции явно помечаются посредством соот-

ветствующих дискурсивных слов и выражений, организующих научную мысль: 

«значит», «следовательно», «поэтому» и т. д. Также применяются абстрактные 

существительные, обозначающие этапы и методы научно-познавательной дея-

тельности: проблема, идея, гипотеза, модель, аргумент, следствие, синтез и т. п. 

В. Ф. Берков и И. И. Терлюкевич отмечают, что существует два типа тек-

стов [9, с. 127–128]: 1) тексты-констатации, содержащие результат ознаком-

ления с некоторым процессом или предметом и повествующие, что с ним про-

изошло или происходит; в них преобладают соединительные и разделительные 

связи (и, или), они подразделяются на тексты-описания (фиксируют фрагменты 

действительности в статике) и повествования (отражают развитие событий во 

времени); 2) тексты-рассуждения, содержащие условные (импликативные) 

связи «если... то...», математические и иные высказывания, при этом одни суж-

дения выводятся из других, некоторые утверждения ставятся под сомнение, 

опровергаются или обосновываются. Доказательства теорем, решения матема-

тических и физических задач относятся к текстам-рассуждениям. 

Здесь уместно использовать метафору: высказывание (словесное или ма-

тематическое) аналогично засовыванию предметов в некоторую форму [72, 

с. 60–61]. Рассуждениям на качественном уровне (мягкая система) соответ-

ствуют мягкие предметы, засовываемые в легко деформируемую форму. В слу-

чае математических высказываний (жесткая система) предметы жесткие и име-

ют необычные выступы, из-за которых могут быть засунуты в форму лишь в 

определенной последовательности. Чтобы составить или понять такое жесткое 

высказывание, необходимо хорошо знать математические объекты и операции. 

59 

 



Майер Р. В. Сложность решения учебной задачи 
 

Степень жесткости можно охарактеризовать количеством «жестких» рассужде-

ний типа «если… то…», «так как… то…», из «рисунка (опыта, теоремы) следу-

ет…» и т. д., приходящихся на 1 000 слов. 

3. Оценка логической сложности. Перечислим факторы, увеличиваю-

щие сложность рассуждений: 1) большое количество элементарных умозаклю-

чений, арифметических или логических операций в единице объема текста;  

2) большое количество слов в умозаключениях; 3) высокая когнитивная слож-

ность используемых понятий, фактов и правил; 4) высокая строгость (жест-

кость) рассуждений ( 32 ⋅  точно равно 6, а не около 6). Так как оперативная па-

мять ученика имеет ограниченный объем (5–9 блоков), а отдельные интеллек-

туальные умения могут быть сформированы у него недостаточно хорошо, то 

некоторые умозаключения и логические операции (например, математические 

преобразования) представляют высокую трудность для понимания. 

Предлагаемый алгоритм оценки логической сложности УЗ является 

развитием рассмотренного в [61; 63] метода и предусматривает использование 

специальной компьютерной программы, подсчитывающей количество терми-

нов в тексте. Для его реализации можно: 1) выбрать уровень знаний U , относи-

тельно которого определяется сложность логических рассуждений; 2) выявить 

все явно используемые элементарные факты и логические правила (теоремы, 

законы), которые не очевидны ученику с уровнем U (например, «производная 

синуса x равна косинусу»); 3) расширить учебный текст (или решение задачи), 

дописав в него все неявно используемые факты и правила, превосходящие по-

роговый уровень U, а также обозначить логический вывод с помощью слов 

«значит», «поэтому» и т. д.; 4) обозначить и пронумеровать все используемые в 

логическом выводе высказывания так: В1, В2 и т. д.; 5) создать текстовый файл 

Тext1.txt, включающий в себя словесную составляющую текста и вербально за-

кодированные формулы и рисунки; 6) создать словарь-тезаурус (файл 

Slovar.txt), содержащий все научные термины, используемые в анализируемом 

решении задачи, то есть в файле Тext1.txt; 7) используя шкалу сложности науч-
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ных понятий и метод парных сравнений [112; 61], оценить сложность (инфор-

мативность) каждого термина и записать ее в файл Slovar.txt; 8) с помощью 

компьютерной программы, обращающейся к файлу Slovar.txt, осуществить ана-

лиз файла Тext1.txt и определить общую семантическую сложность решения за-

дачи semS ; 9) из текстовых файлов удалить описательно-повествовательные 

предложения и с помощью компьютерной программы определить сложность 

логических рассуждений SЛ; 10) вычислить долю логических рассуждений в 

текстах по формуле: semЛЛ SSD /= , ( 1≤ЛРD ). 

4. Примеры использования метода. Высокую долю логических связей 

имеют алгебраические преобразования и геометрические рассуждения. Проана-

лизируем несколько примеров. 

Пример 1. Рассмотрим умозаключение: «Так как x = 4 / 6, то x = 2 / 3». 

Исходная посылка: {x = 4 / 6} (высказывание В1). Известно правило: {если чис-

литель и знаменатель дроби умножить или разделить на одно и то же число, от-

личное от нуля, то величина дроби останется неизменной} (В2). Из этих двух 

посылок вытекает следствие: {x = 2/3} (В3). Это умозаключение можно закоди-

ровать так: «Так как В1 и В2, то В3» или «В1 + В2 => В3». В данном случае 

.1≈ЛРD   

Пример 2. Допустим, школьник изучает решение задачи: 

.1
))((22 yxyxyx

yx
yx
yx

+
=

+−
−

=
−
−  

Чтобы понять или выполнить эти преобразования, ученик должен вспомнить 

два правила: 1) формулу );)((22 bababa +−=−  2) если числитель и знаменатель 

разделить на одно и то же число, то дробь останется неизменной. Для оценки 

сложности этих рассуждений нужно заменить все математические символы 

словами, сформулировать правила, добавить слова «следовательно», «значит», 

показывающие логические связи, подсчитать сумму сложностей всех терминов.  

Пример 3. Имеются треугольники ABC и A'B'C'. Пусть по условию задачи 

{углы А и А' равны} (высказывание В1) и {углы B и B' равны} (В2). Известна 
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теорема: {Если два угла одного треугольника равны двум углам другого тре-

угольника, то треугольники подобны} (В3). Так как {В1 и В2 и В3 = истина}, то 

{треугольники ABC и A'B'C' подобны}.  

Для осуществления этого умозаключения ученик вынужден удерживать в 

своем сознании достаточно длинное предложение, состоящее из 24 слов: Так 

как {углы А и А' равны} и {углы B и B' равны} и {если два угла одного тре-

угольника равны двум углам другого треугольника, то треугольники подобны}, 

то {треугольники ABC и A'B'C' подобны}. Объем оперативной памяти человека 

равен 5–9 блокам информации, поэтому для нахождения коэффициента слож-

ности предложения число слов разделим на 7: .7/словNK =  В данном случае  

K = 3. Чтобы определить среднее K для всего доказательства, следует его зако-

дировать, полностью перечислив все посылки и следствия, сосчитать общее 

число слов и разделить его на количество предложений, умноженное на 7: 

.7/ предлслов NNK =  В математических выводах K может быть равно трем, пяти и 

даже выше. 

Нами была произведена оценка сложности логических рассуждений, со-

держащихся в следующих заданиях [62]: 1) описать устройство и работу гене-

ратора трехфазного напряжения; 2) решить физическую задачу на радиоактив-

ный распад; 3) доказать теорему Пифагора; 4) найти производную сложной 

функции )23cos( 2 += xy .  

Задание 1. Объясните устройство и принцип действия генератора трех-

фазного напряжения. 

Возможный вариант ответа выглядит так: «Генератор переменного тока 

состоит из неподвижной части – статора и вращающегося ротора. Ротор содер-

жит обмотку, концы которой подключены к двум коллекторным кольцам, кон-

тактирующим с двумя щетками, установленными на статоре. На щетки подают 

постоянное напряжение, через обмотку ротора течет постоянный ток, который 

создает магнитное поле. Статор содержит три одинаковые обмотки, повернутые 

на 120°. При вращении ротора возникает вращающееся магнитное поле, кото-
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рое индуцирует в обмотках статора трехфазную ЭДС индукции. Напряжение на 

обмотках статора изменяется по гармоническому закону с одинаковой частотой 

и амплитудой со сдвигом фаз 120°. Для увеличения магнитного потока ротор и 

статор изготавливают из стали, а зазор между ними делают небольшим».  

На рис. 6.1 представлены наиболее важные логические связи между раз-

личными суждениями. Им соответствуют причинно-следственные связи, по-

этому стрелки можно заменить словами «вызывает», «создает», «обуславлива-

ет». Обсуждая работу генератора, можно задать вопросы: 1) Почему возникает 

магнитное поле? – Потому что ток, текущий по обмотке ротора, создает маг-

нитное поле. 2) Почему на обмотках статора появляется напряжение? – Потому 

что изменяющееся магнитное поле порождает в витках обмотки ЭДС индукции, 

величина которой равна скорости изменения магнитного потока: ./ tФesi ∆∆−=  

3) Почему возникает сдвиг фаз 120°? – Потому что обмотки повернуты друг от-

носительно друга на 120°, а вращающийся ротор создает вращающееся МП. 

Рис. 6.1. Логические связи между суждениями 

Задание 2. В ампулу помещен радон, активность которого 10105,4 ⋅  распа-

дов в секунду. Через какое время t активность радона станет равна 9108,6 ⋅  рас-

падов в секунду? Период полураспада радона 3,82 сут.  
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Решение: Активность )(tA  пропорциональна числу нераспавшихся ато-

мов ).(tN  Получается: TtNtN /
0 2)( −= ⇒ TtAtA /

02)( −= ⇒ TtAtA /
0 2/)( −=

⇒  
T
t

A
tA Tt −== − /

2
0

2 2log)(log  ⇒  .
)(

log)(log 0
2

0
2 tA

AT
A

tATt =−=  

Вычислим на калькуляторе ).(4,10
108,6
105,4log82,3 9

10

2 сутt =
⋅
⋅

=  

График )(tA  изображен на рис. 6.2.1. В решении использовались следу-

ющие математические идеи: 1) логарифмом числа a  по основанию b  называет-

ся число x , такое, что abx = ; 2) если левую и правую части равенства разде-

лить на одно и то же число, то равенство останется истинным; 3) если ba = , то 

)ln()ln( ba = ; 4) свойство логарифма: .log)/1(log xx aa −=  

Рис. 6.2. К вопросу об оценке сложности рассуждений 

Закодируем решение задачи вербальным кодом: «На рис. 6.2.1 показаны: 

система координат, экспонента, период полураспада, начальная активность, 

начальная активность делить на два. Происходит радиоактивный распад, атомы 

радона превращаются в атомы полония, вылетает альфа-частица. Активность 

прямо пропорциональна числу нераспавшихся атомов. Число нераспавшихся 

атомов равно число нераспавшихся атомов начальное умножить два степень 

минус время делить период полураспада. Активность равно активность началь-
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ное умножить два степень минус время делить период полураспада. Актив-

ность делить активность начальная равно два в степени минус время делить на 

период полураспада. Логарифм активность делить активность начальное равно 

минус время делить период полураспада. Логарифм по основанию два актив-

ность делить активность начальное равно минус время делить период полурас-

пада. Время равно период полураспада умножить логарифм по основанию два 

от активность начальная делить на активность в момент времени t».  

Задание 3. Рассмотрим доказательство теоремы Пифагора: квадрат гипо-

тенузы прямоугольного треугольника равен сумме квадратов катетов 

(рис. 6.2.2): |AB|2 = |AC|2 + |CB|2. Схема рассуждений в закодированном виде 

выглядит так: «Нарисуем прямоугольный треугольник ABC, угол C – прямой, 

высота CD. Так как {если два угла одного треугольника равны двум углам дру-

гого треугольника, то треугольники подобны}, {угол ADC равен углу ACB} и 

{угол A общий}, то {треугольник ABC подобен треугольнику ADC}. Так как 

{если два угла одного треугольника равны двум углам другого треугольника, то 

треугольники подобны}, {угол BDC равен углу ACB} и {угол B общий}, зна-

чит, {треугольник ABC подобен треугольнику BCD}. Так как {треугольник 

ABC подобен треугольнику ADC} и {если треугольники подобны, то отноше-

ния соответствующих сторон треугольников равны}, то {AC делить AB равно 

AD делить AC}. Так как {AC делить AB равно AD делить AC} и {если левую и 

правую части равенства умножить на одно и то же число, то равенство останет-

ся истинным}, то {AC в квадрате равно AB умножить на AD}. Так как {тре-

угольник ABC подобен треугольнику BCD} и {если треугольники подобны, то 

отношения соответствующих сторон треугольников равны}, то {CB делить AB 

равно BD делить CB}. Так как {если левую и правую части равенства умножить 

на одно и то же число, то равенство останется истинным} и {CB делить AB 

равно BD делить CB}, то {CB квадрат равно AB умножить на BD}. Так как {CB 

делить AB равно BD делить CB} и {CB квадрат равно AB умножить на BD}, то 

{AC квадрат плюс CB квадрат равно AB умножить скобки AD плюс BD}. Из 
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рисунка следует, что {AD плюс BD равно AB}. Так как {AC квадрат плюс CB 

квадрат равно AB умножить скобки AD плюс BD} и {AD плюс BD равно AB}, 

то {AC квадрат плюс CB квадрат равно AB квадрат}». Доказательство вместе с 

теоремой содержит 11 предложений из 237 слов; 16 утверждений (в некоторых 

предложениях они повторяются) объединены восемью логическими связями. 

Средний коэффициент сложности составляет K = 237 / 11 / 7 = 3,08. С помощью 

компьютерной программы, суммирующей сложности всех терминов, была 

определена семантическая сложность =semS  435. Дидактическая сложность до-

казательства ДС = 3,08 * 435 = 1340. 

 Задание 4. Найти производную сложной функции )23cos( 2 += xy .  

Решение этой задачи сводится к последовательности формул:  

),23cos()( 2 += xxf  ,23)( 2 += xxϕ  ,)cos()( ϕϕ =f  ,''))'(( xfxf ϕϕ ϕ=  

),sin(')cos(' ϕϕ ϕϕ −==f  ,)'( 1−= nn nxx  ,6)'23(' 2 xxx =+=ϕ  значит, 

).23sin(6))'23(cos( 22 +−=+ xxx  
В закодированном виде эта последовательность рассуждений выглядит 

так: «Функция эф от икс равна косинус скобки три умножить икс квадрат плюс 

два (высказывание В1). Функция фи от икс равно три умножить на икс квадрат 

плюс два (В2). Если В1 и В2, то функция эф от фи равно косинус фи (В3). Про-

изводная от функции эф от функции фи по икс равно производная от функции 

эф по фи умножить на производную от функции фи по икс (В4). Так как произ-

водная от косинус икс равно минус синус икс и В3, то производная функции эф 

от фи по фи равно минус синус фи (В5). Так как В2, производная от константы 

равна нулю, и производная от икс в степени число равно число умножить икс в 

степени число минус один, то производная от функции фи по икс равно шесть 

умножить на икс (В6). Так как В4, В5 и В6, то производная функции эф по икс 

равно минус шесть умножить икс синус скобки три умножить икс квадрат плюс 

два».  
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Таблица 6.1. Результаты оценки сложности логических рассуждений 

Результаты оценки сложности логических рассуждений в перечисленных 

выше текстах представлены в табл. 6.1. Она содержит столбцы: 1) название 

ЭУМ; 2) объем ЭУМ V, равный общему числу значащих слов; 3) семантическая 

сложность ЭУМ semS ; 4) общая сложность логических рассуждений ЛS ; 5) до-

ля логических рассуждений semЛЛ SSD /= ; 6) средний коэффициент свернуто-

сти информации VSKCИ sem /= . Суммарная сложность всех терминов semS  в 

объяснении решения задачи и сумма сложностей терминов ЛS  только в пред-

ложениях, содержащих логический вывод, определялись с помощью компью-

терной программы. 

Из таблицы видно, что ЭУМ «Производная сложной функции» имеет 

наибольшие значения доли логических рассуждений и плотности информации 

(КСИ), что обусловлено высокой абстрактностью математических терминов. 

Доля логических рассуждений в ЭУМ «Генератор трехфазного напряжения» не 

очень велика ( =ЛD 0,45), так как он, кроме рассуждений, содержит описание 

устройства генератора. ЭУМ «Доказательство теоремы Пифагора» имеет низ-

кий КСИ, но довольно высокий ЛD . Очевидно, что если проанализировать 

краткую биографию какого-нибудь ученого или писателя, состоящую из пере-

числения событий, то доля логических рассуждений ЛD  будет близка к нулю.  
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Часто учебные тексты содержат описательно-повествовательную и логи-

ческую составляющую; доля последней может быть определена как отношение 

сложности логических рассуждений к общей сложности текста. Предлагаемый 

метод оценки сложности логических рассуждений в учебных текстах основан 

на применении компьютерной программы, подсчитывающей количество тер-

минов в тексте и учитывающей их сложности. Предварительно необходимо вы-

явить все явно используемые элементарные факты и логические правила (тео-

ремы, законы), которые не очевидны для ученика, и расширить текст, дописав в 

него все неявно используемые факты и правила. В главе 6 рассмотрены не-

сколько примеров определения логической сложности выполнения различных 

учебных заданий, связанных с объяснением функционирования устройства, 

решением математических и физических задач, доказательством теоремы.  
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6. Сложность логических рассуждений Оглавление 8. Дидактическая сложность
математической задачи 

Необходимым условием усвоения учебного материала является его пони-

мание, то есть овладение логикой проводимых рассуждений. При этом проис-

ходит «перекодирование» новой информации (фактов существования объектов, 

их свойств и отношений) и встраивание изучаемых элементов учебного матери-

ала в систему имеющихся у ученика знаний [16]. Особую трудность для пони-

мания представляют собой математические рассуждения, требующие строгих 

умозаключений, проведения математических выкладок, оперирования с аб-

страктными понятиями [61]. Их присутствие в учебных текстах и задачах часто 

выступает в качестве основного препятствия для успешного усвоения выводов 

физических формул и физических теорий, в которых активно используется ме-

тод математического моделирования. Для эффективной работы с такими тек-

стами ученик должен иметь определенный уровень математической грамотно-

сти, то есть уметь математически описывать изучаемый объект или процесс, 

правильно применять алгебраические и геометрические операции, понятия, 

интерпретировать и использовать результаты математического моделирования. 

Сложность математических рассуждений – важная характеристика учебной 

задачи, от которой зависит, в какой степени ученик сумеет понять и усвоить 

учебный материал [62].  

Для оценки дидактической сложности ЭУМ необходимо: 1) выработать 

универсальный подход к определению сложности математических рассужде-

ний, проводимых в текстах; 2) применить разработанный метод оценки матема-

тической сложности к отдельным фрагментам учебных текстов и задач по фи-

зике. Разрешение этой проблемы опирается на идеи Э. Г. Гельфмана и 

М. А. Холодной [16], А. Я. Вахрушевой, М. И. Солнышкиной, Р. В. Куприяно-
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ва, Э. В. Гафиятовой и И. О. Климагиной [15] (проблемы школьного учебника); 

А. Д. Гетмановой [17], Б. И. Федорова [107] (логика рассуждений); В. И. Шала-

ка [111], M. D. White и E. E. Marsh [132] (контент-анализ текста); И. С. Наумова 

и В. С. Выхованца [83], Л. О. Чернейко [110] (абстрактность текстов);  

P. Checkland и J. Scholes [117] (методология мягких систем). 

1. Математическая сложность текста. Как уже отмечалось, все тексты 

можно разделить на описательные (описание ситуации в статике), повествова-

тельные (изложение последовательности событий), убедительные и объясни-

тельные (объяснение фактов, доказательство теорем, законов и т. д.) [107]. В 

учебных текстах и решениях задач описание и объяснение присутствуют в раз-

личных соотношениях. Очевидно, что наличие в тексте математических рас-

суждений существенно увеличивает его дидактическую сложность, так как 

ученик может усвоить учебный материал только после того, как поймет прово-

димые нем умозаключения [63].  

Рассуждением называется последовательность логически связанных суж-

дений и умозаключений об анализируемом объекте или процессе [17]. Матема-

тические рассуждения осуществляются с целью обоснования истинности како-

го-либо математического высказывания (теоремы, конечной формулы для ре-

шения задачи и т. д.). Они принципиально отличаются от умозаключений, про-

водимых на качественном уровне, скрупулезной точностью используемой сим-

волики, доминированием логической схемы, лаконизмом, предельной скупо-

стью и строгостью выводов, их четкой расчлененностью, нумерацией высказы-

ваний, анализируемых ситуаций и т. д. При этом применяются понятия с фик-

сированным объемом, жесткие алгоритмы, четкая логика [17]. 

В общем случае присутствующие в тексте умозаключения предполагают 

наличие у реципиента (ученика) определенной совокупности знаний фактов, 

законов, теорем по обсуждаемому вопросу, к которым он при необходимости 

может обратиться. Поэтому автор учебника, проводя математические рассуж-

дения, может указывать явно лишь некоторые наиболее неочевидные (слож-
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ные) посылки и вывод, полагая, что очевидные посылки ученику известны. 

Наличие «скрытых» посылок усложняет понимание текста, так как ученик дол-

жен о них догадаться. Логическая сложность учебного текста прямо пропор-

циональна: 1) семантической сложности посылок и следствий, явно или скрыто 

присутствующих в тексте; 2) общему количеству элементарных высказываний 

в математических рассуждениях. 

Проблема оценки логической сложности учебного текста объективно 

сложна и трудно формализуема, так как в тексте реализуются всевозможные 

логические операции (обобщение, дизъюнкция, конъюнкция, инверсия, импли-

кация, эквиваленция и т.п.) и процедуры (определение, объяснение, доказатель-

ство, математический вывод и т. д.). Как и любая другая «мягкая» проблема, 

она может быть решена различными способами, опирающимися на те или иные 

математические модели, логические предположения и интуитивные допуще-

ния. В основе предлагаемого метода оценки сложности математических рас-

суждений в тексте (или решении УЗ) лежат следующие идеи: 

 1. Текст – система, состоящая из параграфов, абзацев, предложений и 

слов (терминов). Это многомерный объект; его дидактическая сложность вклю-

чает в себя несколько компонентов, которые должны: 1) отражать различные 

аспекты трудности усвоения текста; 2) не перекрываться, а взаимно дополнять 

друг друга; 3) учитывать, что работа с текстом предусматривает усвоение тек-

стовой, формульной информации и проведение логических рассуждений.  

2. Каждый термин из текста характеризуется семантической сложностью 
semS , измеряемой в СЕД или УЕИ (усл. ед. информации). Она зависит от коли-

чества слов в его определении, вхождения термина в тезаурус среднестатисти-

ческого пятиклассника, частоты его использования в учебной и иной литерату-

ре и т. д. [61]. Чтобы оценить текстовую (формульную) сложность, достаточно 

просуммировать сложности понятий, составляющих текст (формулы). 

 3. Математическими будем называть умозаключения, которые в качестве 

посылок и/или выводов содержат: 1) простые математические высказывания 
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(уравнения, неравенства и т. д.); 2) сложные математические утверждения, 

имеющие конструкцию: «если… то…»; «так как… то…». К последнему виду 

высказываний относятся: 1) подстановки типа: если сba =⋅  и yxb /= , то 

cyxa =⋅ /  и т. д.; 2) законы, теоремы и их следствия; 3) разнообразные прави-

ла: если сba =⋅ , то bсa /= ; если сba =+ , то bсa −= ; если ban = , то n ba = ; 

если ba =)sin( ,  то );arcsin(ba =  если nxy = , то 1' −= nnxy  и т. д. 

4. Каждый математический символ обозначает какую-то сущность – фи-

зическую константу, величину или математическую операцию. Сложность ма-

тематического высказывания (формулы) пропорциональна сумме сложностей 

используемых величин (терминов). Сложность умозаключения складывается из 

сложности логической конструкции и семантической сложности терминов 

(символов), используемых в посылках и выводе. Весовые коэффициенты в 

формулах для расчета сложности текста выбираются на основе интуитивных 

предположений экспертов и не всегда могут быть строго обоснованы. 

Представим ученика, который работает с текстом. При этом он: 1) вос-

принимает текстовую и графическую информацию; 2) читает формулы, пред-

ставленные в тексте; 3) выполняет математические рассуждения, выводя фор-

мулы в уме или на листочке бумаги. В некоторых случаях для полного понима-

ния всех рассуждений автора ученик должен догадаться об используемых по-

сылках, законах, теоремах. Поэтому физический текст логично охарактеризо-

вать: 1) текстовой сложностью ТS , которая складывается из семантической 

сложности всех понятий, используемых в тексте и рисунках; 2) формульной 

сложностью ФS , зависящей от семантической сложности физических величин, 

входящих в формулы, и от средней длины формул; 3) эвристической сложно-

стью ЭS , зависящей от количества и трудности рассуждений, которые ученик 

должен выполнить самостоятельно, так как они не представлены в тексте. Эв-

ристическая сложность должна учитывать [62]: 1) отсутствующие в тексте за-

коны, теоремы, уравнения, правила и другие посылки, которые ученик должен 
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вспомнить и применить самостоятельно, чтобы вывести конечную формулу;  

2) умозаключения, проводимые учеником в уме при работе с текстом; 3) мате-

матические выкладки, производимые учеником на листочке бумаги в дополне-

ние к присутствующим в тексте формулам.  

Наибольший вклад в эвристическую сложность текста вносят вывод 

формул и доказательство теорем. Различные определения и качественные рас-

суждения, отражающие причинно-следственные связи между объектами, учи-

тываются при определении текстовой сложности. Формульная сложность зави-

сит от количества информации, содержащейся в представленных в УТ форму-

лах. Эвристическая сложность (или эвристичность) УТ пропорциональна коли-

честву символов в записанных на листочке формулах (не присутствующих в 

тексте), семантической сложности «скрытых» высказываний и числу умоза-

ключений, которые ученик должен выполнить самостоятельно, чтобы понять 

текст. Таким образом, ТS , ФS , ЭS
 
дополняют друг друга.  

2. Оценка сложности математических рассуждений. Для определения 

текстовой и формульной сложностей учебного текста можно применить метод, 

описанный в [60–64]. Для этого необходимо создать текстовый файл, содержа-

щий используемые термины, названия величин, математических операций, 

функций, и проанализировать его с помощью специальной компьютерной про-

граммы [61], которая суммирует семантические сложности (или информатив-

ности) всех терминов и обычных слов: ...,2211 ++= snsnS sem  где in  – число ис-

пользований i-го термина, а is  – его сложность, указанная в специальном файле 

Slovar.txt. Метод оценки сложности математических понятий и получающиеся 

результаты рассмотрены в [61; 72]. 

Алгебраические преобразования и геометрические рассуждения являются 

строгими и образуют жесткую систему, поэтому будем считать, что их слож-

ность в 1,3 раза больше сложности качественных рассуждений. Для нахожде-

ния формульной сложности определяют сумму сложностей всех величин (или 
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соответствующих понятий), входящих в формулы sem
ФS . Если формул много, то 

можно определить среднюю семантическую сложность, приходящуюся на один 

символ (сложить, умножить, корень, производная и т. д.), а затем умножить на 

количество символов во всех формулах. Так как человек удерживает в памяти 

около 7 блоков информации [16], то с длинными формулами труднее осуществ-

лять алгебраические преобразования. Поэтому формульная сложность находит-

ся так: ,3,1 Ф
sem
ФФ KSS ⋅⋅=  где 7/СРФ NK =  – средняя структурная сложность 

формул, ФССР NNN /=  – среднее число символов в формулах. Если в тексте все 

формулы из 7 символов, то .3,1 sem
ФФ SS ⋅=  

Для оценки эвристической сложности текста (или решения задачи) сле-

дует: 1) разбить текст на логические блоки, в каждом из которых решается 

определенная задача, доказывается теорема, выводится формула; 2) в каждом 

блоке дополнить имеющиеся формулы недостающими утверждениями (закона-

ми, теоремами) и пропущенными или «скрытыми» математическими высказы-

ваниями (уравнениями, неравенствами), максимально упростив их; 3) сделать 

явными логические связи, представить посылки и выводы в виде простых вы-

сказываний; 4) оценить суммарную сложность явных и «скрытых» рассужде-

ний в каждом блоке; 5) просуммировав эвристические сложности каждого бло-

ка, определить общую эвристическую сложность всего текста.  

Итак, учебный текст – сложный многомерный объект, который можно 

охарактеризовать матрицей ( ТS , ФS , ЭS ). Этой матрице соответствует вектор в 

трехмерном пространстве, образованном осями ТS , ФS , ЭS , длина которого ха-

рактеризует дидактическую сложность текста. Если формулы отсутствуют, то 

0=ФS ; если текст повествовательный или описательный (не содержит неявных 

рассуждений), то 0=ЭS .  

Сложность умозаключения пропорциональна семантической сложности 

составляющих его терминов, а также общему количеству элементарных сужде-
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ний (посылок и выводов) ЭСN . Если в умозаключении одна посылка и одно 

следствие, то 2=ЭСN ; если три посылки и одно следствие 4=ЭСN . Работая с 

некоторыми учебными текстами, содержащими эвристические лакуны, ученик 

вынужден сам достраивать логику рассуждений, «дописывать» недостающие, 

«скрытые» формулы и т. д. При определении эвристической сложности следует 

учесть, что ЭS  зависит: 1) от числа посылок и следствий ЭСN ; 2) от семантиче-

ской сложности понятий semS , используемых в умозаключениях; 3) от средней 

структурной сложности формул )7/( ФСФ NNK = ; 4) от того, используются дан-

ные формулы в математических рассуждениях или нет, представлены они явно 

в тексте или ученик должен о них догадаться. Эвристическая сложность умоза-

ключений в логическом блоке:  

,)37/(3,1 ФЭС
явн
sem

скр
semЭ KNSSS ⋅⋅++⋅=

 
где скр

semS  и явн
semS  – суммарные семантические сложности физических и иных ве-

личин, входящих в «скрытые» и «явные» формулы, определяемые с помощью 

компьютера, ЭСN
 
– общее количество элементарных суждений (посылок и вы-

водов), используемых в тексте. Если какая-то формула приводится в тексте без 

вывода и не участвует в выводе других формул, то она учитывается при нахож-

дении ФS , а не ЭS . При этом считается, что когда ученик понимает вывод «в 

уме», глядя на текст, сложность умозаключений примерно в 7 раз меньше, чем 

в случае, когда он записывает «скрытые» формулы на листочке. Показатель 

эвристичности текста E вычисляется как отношение количества информации, 

о которой ученик должен догадаться, чтобы понять текст, к общему количеству 

информации в тексте: )./( ФTЭ SSSE +≈
 

Пример 1. Оценим сложность рассуждений в следующем фрагменте: «Так 

как масса тела Vm ρ=  и объем шара 3/4 3rV π= , то масса шара 3/4 3rm πr= ». 

Можно задать вопрос: почему 3/4 3rm πr= ? Ответ: потому, что Vm ρ=  и 

3/4 3rV π= . Математические рассуждения не слишком сложные, и ученик по-
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нимает их «в уме» («скрытых» формул нет). Эвристическая сложность 0>ЭS  

из-за того, что 0>явн
semS , то есть ученик все равно должен о чем-то догадаться. 

Текстовая сложность 18≈TS , формульная сложность 98≈sem
ФS . Умозаключение 

содержит три формулы (высказывания), представленные явно: 3== ЭСФ NN ; 

при этом 29,1≈ФK , 16429,1983,1 ≈⋅⋅≈sem
ФS , 3929,1)97/98(3,1 ≈⋅+⋅≈ЭS . По-

этому этот фрагмент характеризуется матрицей (18, 164, 39). Ученику не требу-

ется догадываться о посылках, поэтому показатель эвристичности невысок: 

.21,0)16418/(39 ≈+=E  

Пример 2. Рассмотрим еще один фрагмент УТ из учебника физики за 11 

класс: «Обозначим через 0l  длину стержня в системе отсчета К, относитель-

но которой стержень покоится. Тогда длина l этого стержня в системе от-

счета 1K , относительно которой стержень движется со скоростью υ , опре-

деляется формулой 22
0 /1 cll υ−=  (1). Как видно из этой формулы, 0ll <

 
(2)». Ученик должен догадаться о том, что неравенство (2) следует из формулы 

(1) потому, что функция xy =  возрастающая, и выражение под корнем мень-

ше 1. В данном умозаключении три посылки и один вывод, то есть  

4=ЭСN , 1≈ФK , 80≈TS , 101783,1 ≈⋅≈ФS , 1331)437/7879(3,1 ≈⋅⋅++⋅≈ЭS . 

Рассматриваемый фрагмент характеризуется матрицей (80, 101, 133), его пока-

затель эвристичности .73,0)10180/(133 ≈+≈E  

Пример 3. Проанализируем элементарную теорию атома водорода, пред-

ложенную Бором, в которой выводится обобщенная формула Бальмера (по 

учебнику физики для 11 класса с углубленным изучением предмета, авторы  

А. Т. Глазунов, О. Ф. Кабардин, А. Н. Малинин, В. А. Орлов, А. А. Пинский, 

1994 г.). Математические рассуждения начинаются с формул:  

,
4 2

0

22

mr
e

r
a

πe
υ

==    откуда   
mr

e
0

2
2

4πe
υ = , 

где m – масса электрона. 
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Для их вывода ученик должен догадаться и выполнить следующие пять 

умозаключений: 1) так как maF =  и ra /2υ= , от rmF /2υ=  (1); 2) так как 

2
21 / rqkqF =  и ),4/(1 0επ=k  то )4/( 2

021 rqqF επ=  (2); 3) так как заряды прото-

на (ядра атома водорода) и электрона по модулю равны ( eqq == 21 ) и (2), то 

)4/( 2
0

2 reF πe=  (3); 4) так как (1) и (3), то )4/(/ 2
0

22 rerm πeυ =  (4); 5) так как 

{если левую и правую части равенства умножить или разделить на одно и то же 

число, то равенство останется истинным} и (4), то )4/( 0
22 mre πeυ =  (5).  

Затем записывают выражения для потенциальной, кинетической и полной 

энергий электрона. Вывод заканчивается формулой для частоты кванта, излуча-

емого атомом при переходе с m-го уровня на n-й энергетический уровень: 

.11
22 





 −=

nm
Rmnn  

Подсчитав количество символов, можно определить сложность явных и 

«скрытых» формул в этих рассуждениях. Общая текстовая сложность рассмат-

риваемого вывода 15606521430 =⋅+≈TS  (учтено, что сложность каждого из 

65 «обычных» слов в данном тексте равна 2), формульная сложность ≈ФS 3480. 

Средняя информативность математических символов (включая «равно», 

«умножить», «сложить» и т. д.) 390 / 67 = 5,8; это позволяет найти ≈sem
явнS 1380, 

≈sem
скрS 899. Фрагмент содержит =ФN 29 «явных» и «скрытых» формул, их 

средняя структурная сложность ≈ФK 1,94. Эвристическая сложность текста 

.298494,1)2937/1380899(3,1 ≈⋅⋅++⋅≈ЭS  

Этот фрагмент текста характеризуется матрицей (1560, 3480, 2984), его 

показатель эвристичности 59,0)34801560/(2984 ≈+≈E  достаточно высок. 
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Предлагаемый метод оценки сложности математических рассуждений в 

различных учебных текстах основан на определении количества математиче-

ских высказываний (или других элементарных суждений) в проводимых умоза-

ключениях и учете суммарной семантической сложности  терминов, обознача-

ющих входящие в формулы величины. Для этого используется компьютерная 

программа, анализирующая текст. Она обращается к словарю-тезаурусу – спе-

циальному файлу, содержащему список терминов с указанием их семантиче-

ской сложности. При этом учитываются объемная сложность формул, число 

элементарных предложений (уравнений) в математических рассуждениях, а 

также то, что некоторые посылки (формулы) отсутствуют в тексте (или реше-

нии задачи), и о них ученик вынужден догадываться самостоятельно. Все это 

позволяет вычислить эвристическую сложность текста, зависящую от количе-

ства и сложности математических рассуждений, которые должен выполнить 

школьник, чтобы понять текст. Также введено понятие показателя эвристично-

сти, равного доле «скрытой» учебной информации, которую ученик вспоминает 

сам. Рассмотрены примеры использования предлагаемого метода для анализа 

нескольких текстовых фрагментов по физике. 
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7. Сложность математических
рассуждений в учебных текстах 

Оглавление 9. Оценка сложности
доказательства теорем 

Как известно, цель изучения математики состоит не только в сообщении 

ученикам определенной суммы математических знаний, но и в развитии мате-

матического мышления. Последнее достигается путем решения специально по-

добранных задач различного уровня сложности, решаемых в огромном количе-

стве (несколько сотен в год). Совокупность наиболее сложных математических 

задач (МЗ) по различным темам, решение которых в принципе может понять 

ученик, зависит от освоенных им методов и характеризует уровень развития его 

математического мышления. Поэтому немалый практический интерес пред-

ставляет собой проблема оценки дидактической сложности математической 

задачи, а также определения вклада того или иного метода решения в общую 

оценку ДС задачи. Дидактическая сложность многих физических задач также 

зависит от сложности применяемых математических методов. 

Проблемой определения сложности учебных задач занимались А. В. Гид- 

левский [19], О. Б. Епишева и В. И. Крупич [27], Л. В. Жук [28], В. М. Кротов 

[40], И. Л. Лернер [46], О. Э. Наймушина и Б. Е. Стариченко [82], И. С. Наумов 

и В. С. Выхованец [83], А. Л. Сакович [97] и другие исследователи. При этом к 

основным составляющим сложности были отнесены [19; 82; 97]: число и слож-

ность элементов, отношений, логических операций, формул; степень абстракт-

ности используемых понятий и моделей; избыточность условия задачи; ее при-

надлежность к различным темам; необходимость громоздких алгебраических 

преобразований и т. д.  

Так как при обсуждении решения задач используется вербальное мыш-

ление, то при оценке сложности МЗ имеет смысл учитывать семантическую 

сложность встречающихся понятий-маркеров и количество их упоминаний [61]. 
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Для дальнейшего решения обозначенной проблемы необходимо: 1) выявить ос-

новные составляющие дидактической сложности математической задачи; 

2) разработать методику их оценки, основанную на учете сложности использу-

емых терминов; 3) на конкретных примерах показать ее эффективность. 

Общий уровень развития теоретического и практического мышления 

характеризуется количеством всех методов решения всевозможных проблем, 

которыми овладел ученик (перевод текста, написание реферата, измерение си-

лы тока, создание компьютерной программы и т. д.). Степень сформирован-

ности математического мышления зависит от разнообразия различных типов 

МЗ, решаемых учеником (вычисления, алгебраические преобразования, доказа-

тельство теорем, нахождение корней уравнения и т. д.).  

Система знаний и интеллектуальных умений ученика, как и многие дру-

гие сложные системы (наука, общество, человеческая цивилизация и т. д.), раз-

вивается неравномерно, ее сложность увеличивается скачкообразно. Происхо-

дит чередование плавной эволюции системы знаний (ученик, используя одни 

и те же методы, решает задачи нарастающей сложности, увеличивается проч-

ность знаний) и качественных переходов на более высокий уровень (ученик 

изучает новый метод, позволяющий решить УЗ другого типа). Если решается 

много однотипных задач, то процесс развития математического мышления вхо-

дит в фазу насыщения: решение УЗ того же типа не приводит к существенно-

му развитию математического мышления, но способствует закреплению зна-

ний. Затем происходит новый скачок, связанный с изучением нового метода, и 

т. д. Подобное чередование скачкообразного и плавного развития наблюдается 

в развитии живых организмов, общества, науки, технологии, искусства и т. д. 

При решении МЗ в школе и вузе обычно применяют следующие методы: 

М1 – метод чтения текста; М2 – метод арифметических вычислений (маркеры: 

числа и символы « = », « + », « – », « * », « / », x2, x3 и т. д.); М3 – метод алгебра-

ических преобразований (маркеры: переменные и символы « = », « + », « – », 

« * », « / », «^2», «^3»); М4 – метод геометрических рассуждений и операций с 
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векторами (маркеры: отрезок, окружность, вектор, проекция, скалярное произ-

ведение и т. д.); М5 – метод применения формул комбинаторики (сочетание, пе-

рестановка и т. д.); M6 – метод использования тригонометрических формул (си-

нус, косинус, арктангенс и т. д.); М7 – метод использования логарифмов и экс-

поненциальных функций (экспонента, логарифм, степень, кроме x2 и x3); М8 – 

метод дифференцирования и интегрирования (предел, производная, вторая 

производная, интеграл и т. д.); М9 – операторный метод (градиент, дивергенция, 

ротор, оператор Лапласа и т. д.) [64].  

Допустим ученик сначала осваивает метод М1 и учится решать ≈10 задач 

МЗ1, требующих его применения [64]. Затем он изучает метод М2 и учится ре-

шать ≈10 задач МЗ2. При этом он может понять порядка 100 комбинированных 

задач МЗ12, которые требуют использования методов М1 и М2. Им соответству-

ют точки, лежащие в плоскости M1OM2 (рис. 8.1). Потом он осваивает метод 

М3 и учится решать ≈10 задач МЗ3; общее число решаемых задач составляет 

уже порядка 1 000. При изучении каждого нового метода добавляется еще одна 

ось в пространстве методов (или в пространстве решаемых задач), его размер-

ность увеличивается на единицу.  

 

 
Рис. 8.1. Траектория решения задачи в пространстве методов 
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Часто процесс решения задачи состоит из нескольких этапов; ему соот-

ветствует движение точки в многомерном пространстве методов OМ1М2 … 

Mn. Сложность применения того или иного метода зависит от решаемой МЗ; 

она может быть приблизительно определена путем подсчета соответствующих 

маркеров и учета их ДС. Когда ученик первый раз применяет метод M1, точка 

начинает двигаться из О и смещается в направлении оси OM1 на некоторое рас-

стояние '1S , пропорциональное сложности проводимых рассуждений. Затем 

ученик применяет метод M2, точка смещается на расстояние '2S  в направлении 

оси OM2, потом снова метод M1 – точка смещается на ''1S  параллельно OM1 и 

т. д. Когда ученик последовательно и многократно применяет три метода М1, 

М2 и М3, точка, символизирующая решение задачи, смещается по некоторой 

ломаной в трехмерном пространстве OM1M2M3. Если ограничиться девятью пе-

речисленными выше методами, то решение любой задачи можно рассмотреть 

как перемещение точки в девятимерном пространстве OМ1М2 … M9. Радиус-

вектор )...,,,( 921 SSSSAO ==


 последней точки А, соответствующей концу ре-

шения задачи, характеризует ее дидактическую сложность. Его компоненты 

(проекции на оси координат) показывают сложности 921 ...,,, SSS  применения 

соответствующих методов, причем '...''''' kkkk SSSS ++= , .9...1=k  Они опреде-

ляются путем подсчета терминов-маркеров, встречающихся в условии и реше-

нии задачи, и учета их сложности.  

Применяемый подход опирается на следующие идеи:  

1) для оценки ДС задачи необходимо создать текстовый файл Z.txt, в ко-

тором закодированы ее условие и решение; сложность МЗ зависит от его объе-

ма (количества слов) и степени абстрактности используемых терминов;  

2) ДС конкретной задачи определяется сложностью kS  методов Мk 

( =k 1, 2, …, 9), которыми должен владеть ученик, чтобы ее решить;  
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3) сложность использования метода Мk при решении данной математиче-

ской задачи характеризуется количеством соответствующих терминов-маркеров, 

входящих в Z.txt, и их сложностью;  

4) путем подсчета значимых слов в определении и методом парного срав-

нения можно оценить дидактическую сложность каждого термина-маркера;  

5) с помощью компьютерной программы, анализирующей условие и ре-

шение оцениваемой задачи, можно сосчитать суммарную сложность маркеров 

'...''''' kkkk SSSS ++= , относящихся к каждому методу Мk. 

Сложность термина Т относительно тезауруса Z0 равна суммарной слож-

ности слов из тезауруса Z0, которые позволяют объяснить сущность термина Т. 

Удобно в качестве Z0 выбрать тезаурус выпускника пятого класса, а сложность 

простых общеупотребительных слов считать равной 1. После оценки дидакти-

ческой сложности математических терминов получены следующие резуль-

таты [72]: переменная – 2, отрезок – 2, вектор – 4, проекция вектора – 6, синус – 

6, тангенс – 7, экспонента – 13, скалярное произведение – 25, логарифм – 27, 

предел – 32, производная – 65, градиент – 75, интеграл – 86, циркуляция – 93, 

дивергенция – 154 и т. д. 

Для оценки семантической сложности задач нами использовался метод, 

учитывающий повторяемость терминов (гл. 2). Считается, что при каждом сле-

дующем употреблении термина его трудность уменьшается на 30 % от преды-

дущего значения, но не становится меньше )(1,0 iTS , при этом всегда превышая 

2. Вклад термина iT  в общую сложность текста равен )()( ii TSnK , где in  – номер 

использования iT . Получается, что 1)1( =K , =)2(K 7,01+ , =)3(K 27,07,01 ++  и 

т. д., то есть сложность каждого следующего использования термина iT  в 1/0,7 

раза меньше предыдущего. 

С целью нахождения перечисленных выше девяти составляющих слож-

ности решения задачи необходимо: 1) представить условие задачи и ее решение 

в текстовом виде, закодировав переменные x и y словами «переменная», числа 

словами «число» и т. д.; 2) с помощью компьютерной программы проанализи-
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ровать получившийся файл Z.txt, подсчитав количество использований различ-

ных терминов-маркеров, относящихся к методам М1, М2, …, M9 с учетом их 

сложности; 3) записать матрицу сложности в виде ( 921 ...,,, SSS ), вычислить 

общую дидактическую сложность задачи. Для этого могут быть использованы 

два способа: 1) дидактическая сложность как результат суммирования сложно-

стей Sk ( =k 1, 2, …, 8): ;... 9211 SSSДС +++=  2) если сложности Sk считать друг 

от друга независимыми, то: .... 2
9

2
2

2
12 SSSДС +++=  

В качестве примера рассмотрим условие и решение задачи 4 (см. ниже), 

которое в закодированном виде может быть представлено так: «решите уравне-

ние: логарифм перемен = число * логарифм число плюс число * логарифм чис-

ло. Учтем, что перемен * логарифм перемен = логарифм перемен степень пере-

мен, логарифм перемен + логарифм перемен = логарифм перемен * перемен. 

Логарифм перемен = логарифм число^2 + логарифм число степень = логарифм 

число + логарифм число = логарифм число * число. Перемен = число». Компь-

ютерная программа, написанная на языке ABCPascal, анализируя этот файл, 

подсчитывает слова-маркеры (или заменяющие их символы « + », « * », « = », 

« ^2 », «ln», «arctg» и т. д.), относящиеся к тому или иному методу Mk.  

С целью апробации описанного метода была осуществлена оценка пере-

численных выше компонентов дидактической сложности kS  для 9 задач из раз-

личных разделов математики, решения которых представлены ниже [64]. При 

этом использовалась программа ПР-4 из Приложения к главе 8. 

Задача 1. Решите уравнение: .100412 =+x  

Решение. Если левую и правую части истинного равенства уменьшить на 

одну и ту же величину (или в одно и то же количество раз), то равенство оста-

нется истинным: ,9612 =x  812/96 ==x .  

Задача 2. Решите уравнение: .0252 2 =++ xx   

Решение. Дискриминант: .42 acbD −=  Корни уравнения: 
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).2/()(2,1 aDbx ⋅±−=   ,922452 =⋅⋅−=D   ,
22

95
2,1 ⋅

±−
=x   ;5,01 −=x   .22 −=x  

Задача 3. Упростите выражение: αααα 442 sincoscos)( +−=f .  

Решение. Учтем, что ,))((22 bababa +−=−  1sincos 22 =+ αα . Получаем: 

=+⋅−+= )cos(sin)cos(sincos)( 22222 ααααααf  

=−+= ααα 222 cossincos .sin2α  

Задача 4. Решите уравнение: .81log)4/3(10log2log 444 +=x   

Решение. Учтем, что a
bb cca loglog =  и ).(logloglog abba ccc =+  

),10027log(27log100log81log10loglog 44
4/3

4
2

44 ⋅=+=+=x   2700=x . 

Задача 5. Вычислите: .
1

0

2∫= dxeI x   

Решение. Учтем, что .)'( axax aee =  По формуле Ньютона – Лейбница 

определенный интеграл от a  до b  равен приращению первообразной на интер-

вале [ a ;b ]. Получаем: 

.
2
1

2
1

2
1 21

0
2 −== eeI x  

Задача 6. Вычислите: ∫
−

=
2

1
.3 dxI x   

Решение. Учтем, что .ln)'( xx aaa ⋅=  По формуле Ньютона – Лейбница 

определенный интеграл от a  до b  равен приращению первообразной на интер-

вале [ a ;b ]. Получаем: 

.
3ln3

26
3ln

3
3ln

9
3ln

3 12

1

=−==
−

−

x
I  

Задача 7. В отряде 50 солдат и 4 офицера. Сколькими способами можно 

выбрать одного офицера и четырех солдат для патрулирования?  

Решение. Число сочетаний из n элементов по m равно: 
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.
)!(!

!
mnm

nС m
n −⋅
=  

Количество способов, которыми можно выбрать солдат в патрулирова-

ние: 

.230300
432

50494847
4321!46

50494847!46
!46!4

!504
50 =

⋅⋅
⋅⋅⋅

=
⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅

=
⋅

=С  

С каждой четверкой солдат может пойти любой офицер, поэтому получается 

921200423030044
50 =⋅=⋅С  различных способов. 

Задача 8. Точка движется по плоскости XOY так, что ее радиус-вектор 

изменяется по закону: .))5sin(23(50)( 22 jttietr t  −+⋅= − Для момента 3,2'=t  с 

определите вектор скорости υ , его модуль, угол α  между υ  и осью Ох.

Решение. Скорость равна производной радиус-вектора по времени. Век-

тор скорости, его модуль и угол с осью Ox равны: 

,))5cos(106(100')( 2 jttiert t
t


⋅−+⋅−== −υ   ,))5cos(106()100()( 222 ttet t −+−= −υ

.
100

)5cos(106)( 2 










−

−
=

− te
ttarctgta  Подставим 3,2'=t  с:

,97,801,1))3,25cos(103,26(100)3,2( 3,22 jijie

⋅+⋅−≈⋅⋅−⋅+⋅−= ⋅−υ  

,03,997,801,1)3,2( 22 ≈+≈υ    .6,83
01,1

97,8)3,2( 0−≈







−

≈ arctga  

Задача 9. Найти дивергенцию и ротор векторного поля в точке B(2, 1, 3): 

.)32(3)4( 232 kzxjiyxa
 ⋅+−++⋅−=  

Решение. Проекции: ),4( 32 yxax −=  ,3=ya  ).32( 2zxaz +−=  Получается:

,
z

a
y

a
x

aadiv zyx
∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=   .k
y

a
x

a
j

x
a

z
ai

z
a

y
aarot xyzxyz  ⋅








∂
∂

−
∂

∂
+⋅








∂
∂

−
∂
∂

+⋅







∂

∂
−

∂
∂

=  

Получаем: ,68 zxadiv +=  .320 2 kyjiarot
 ⋅+⋅+⋅=  

В точке B(2,1,3): ,343628 =⋅+⋅=adiv   .32 kjarot
 +=  
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 В приложении к главе 8 представлены: 1) компьютерная программа на 

языке ABCPascal; 2) пример закодированного решения задачи 9, которое поме-

щают в файл Vhod.txt; 3) файл Arifm.txt, содержащий термины-маркеры, соот-

ветствующие арифметическим операциям. При запуске программы она анали-

зирует файл Vhod.txt и определяет сложность метода арифметических вычисле-

ний во входном тексте. 

 
Таблица 8.1. Результаты оценки дидактической сложности задач 

N Матрица сложности 1ДС  2ДС  
1 (18, 8, 38, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 64 43 
2 (6, 52, 100, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 158 113 
3 (4, 0, 108, 0, 0, 42, 0, 0, 0) 154 116 
4 (3, 13, 73, 0, 0, 0, 124, 0, 0) 213 145 
5 (12, 0, 85, 0, 0, 0, 69, 333, 0) 499 351 
6 (12, 0, 92, 0, 0, 0, 108, 268, 0) 480 303 
7 (35, 51, 123, 0, 27, 0, 0, 0, 0) 236 140 
8 (31, 23, 286, 44, 0, 38, 74, 111, 0) 607 323 
9 (12, 20, 202, 81, 0, 0, 0, 249, 831) 1395 895 

 

Результаты оценки сложности перечисленных выше задач представлены в 

табл. 8.1, которая состоит из следующих столбцов: 1) номер задачи; 2) матрица 

сложности, компоненты которой определялись путем подсчета маркеров, соот-

ветствующих методам Mk, и учета их ДС; 3) дидактическая сложность ;1ДС   

4) дидактическая сложность .2ДС  Видно, что самой простой является задача 1, 

а самой сложной – задача 9; их сложности отличаются примерно в 20 раз. 

 
Сформулируем выводы: 1) каждая математическая задача может быть 

охарактеризована одномерной матрицей )...,,,( 921 SSSS =


, компоненты kS  ко-

торой пропорциональны сложности применения k-го метода для ее решения;  

2) в качестве основных методов решения МЗ следует выбрать: методы чтения 

текста, арифметических вычислений, алгебраических преобразований, геомет-

рических рассуждений и операций с векторами, применения формул комбина-
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торики, тригонометрии, использования логарифмов и экспоненциальных функ-

ций, дифференцирования и интегрирования, применения операторов; 3) слож-

ность применения метода Mk при решении данной задачи может быть опреде-

лена путем подсчета количества терминов-маркеров и учета их сложностей с 

помощью специальной компьютерной программы. Полученные результаты 

оценки сложности решений девяти математических задач доказывают эффек-

тивность применяемого подхода. 
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8. Дидактическая сложность
математической задачи 

Оглавление 10. Оценка сложности
физических задач 

При изучении геометрии школьники учатся доказывать различные теоре-

мы и использовать их для решения задач. При этом доказательство каждой тео-

ремы (включая рисунок и формулировку) может рассматриваться как учебная 

задача, которая характеризуется объемом и сложностью. Практическое значе-

ние имеет вопрос об оценке сложности доказательства различных теорем и их 

сравнении друг с другом. Как определить, какая из теорем 1T  или 2T  сложнее и 

во сколько раз?  

Доказательство теоремы (ДТ) состоит в проведении логических рассуж-

дений и похоже на решение задачи; его сложность может быть оценена разны-

ми способами. Как указывалось выше, сложность – объективная характеристи-

ка задачи или ДТ, зависящая от числа элементарных рассуждений, связей меж-

ду ними и видов связей [27, с. 57]. С логической точки зрения сложность может 

быть охарактеризована количеством исходных данных или посылок, а также 

числом логических звеньев (или шагов), связывающих условие задачи с резуль-

татом решения [46]. Развитие систем искусственного интеллекта привело к со-

зданию программ, доказывающих различные утверждения [49]. Из алгоритми-

ческой концепции А. Н. Колмогорова [37] следует, что сложность таких дока-

зательств пропорциональна количеству логических операций, которые должен 

выполнить человек или ЭВМ. Другие исследователи в качестве факторов, вли-

яющих на сложность задачи (в том числе доказательства теоремы), называют 

количество и сложность элементов, отношений, формул, рассуждений, наличие 

громоздких математических преобразований и т. д. [83]. 

Итак, проблема состоит в: 1) разработке эффективного метода определе-

ния дидактической сложности доказательства теоремы, основанного на анализе 
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ее объяснения, учете сложности и разнообразия используемых терминов; 

2) оценке сложности часто используемых теорем и анализе результатов. Ее ре-

шение тесно связано с вопросами, проанализированными в работах И. Я. Лер-

нера [46] (дидактика), А. М. Сохора [102] (теория учебника), B. Davis и 

D. Sumara [118] (сложность в дидактике), В. А. Гусева [21], Л. В. Жук [28], 

А. А. Столяра [103] (логика математических рассуждений), Г. Е. Крейдлина и 

А. Д. Шмелева [39], О. В. Зеркаля [31] (лингвистика), В. И. Шалака [111], 

M. D. White и E. E. Marsh [124] (контент-анализ). 

1. Логические основы метода. Под доказательством теоремы (ДT) по-

нимают конечную последовательность утверждений ,1У  ,2У
 
...,

 
,NУ  которая 

отвечает следующим требованиям [103]: 1) каждое утверждение iУ  является 

аксиомой, ранее доказанной теоремой либо следует из предшествующих 

утверждений; 2) последнее утверждение NУ
 
является формулировкой теоремы 

T. Чтобы понять доказательство теоремы, ученик должен «расшифровать» и 

проанализировать текст (включая формулы и рисунок), в первую очередь ре-

шив лингвистическую, а затем математическую проблему. В книге [39] реко-

мендуется провести «беглый лингвистический анализ математического текста», 

состоящий в выявлении математических конструкций, поиске кванторных 

смыслов, установлении смысловых и логических отношений между частями 

высказываний. При этом проводимые рассуждения раскладывают на элемен-

тарные высказывания, каждое из которых состоит из субъекта и предиката. 

Субъектом называется предмет, о котором что-то утверждается, а предикатом – 

«то, что утверждается или отрицается о субъекте» [17; 107]. Так, в суждении 

«квадрат есть четырехугольник» слово «квадрат» является субъектом, а «четы-

рехугольник» – предикатом. 

Как известно, свойства выражаются с помощью одноместного предиката. 

Пусть свойство «быть четырехугольником» соответствует одноместному пре-

дикату )(xP . Если =x «окружность» или «треугольник», =)(xP ложь; если 

=x «прямоугольник» или «трапеция», =)(xP истина. Для выражения отноше-
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ний между предметами служат многоместные предикаты [103]. Например, от-

ношения между двумя фигурами типа «треугольники ABC и A'B'C' подобны», 

«прямые AB и СВ параллельны», «углы A и B равны» и т. д. соответствуют 

двуместным предикатам вида ),( yxP . 

Дидактическая сложность ДТ, как и любого учебного текста, зависит от: 

1) общего количества семантической информации; 2) разнообразия терминов; 

3) количества логических рассуждений; 4) читабельности текста, определяемой 

средней длиной слов и предложений. Обычно старшеклассник не испытывает 

трудностей с чтением, поэтому последним фактором можно пренебречь. Один 

из возможных подходов состоит в том, что дидактическая сложность вычисля-

ется как произведение семантической сложности ДТ (учитывающей логические 

рассуждения) и показателя разнообразия ПР, рассчитываемого по формуле, по-

хожей на формулу Шеннона: 

∑
=







−=

N

i

ii
N
n

N
nПР

1
.ln  

Здесь NnnnN +++= ...21  – общее количество терминов в доказательстве, in  – 

число использований i-го термина. 

Для оценки сложности ДТ текст доказательства, включая рисунки и фор-

мулы, нужно представить в текстовой форме, разложив его на отдельные эле-

ментарные высказывания с указанием логических связей между ними. Полу-

чившийся текстовый файл следует проанализировать с помощью специальной 

компьютерной программы, вычисляющей количество научных терминов, их 

суммарную сложность и показатель разнообразия. Это позволит определить 

объем ДТ в словах, общее количество семантической информации и средний 

коэффициент свернутости. 

Вообще, свертыванием информации называется процесс ее аналитико-

синтетической переработки, приводящий к ее уплотнению за счет образования 

новых семантических единиц с большей информационной емкостью. Средний 

коэффициент свернутости (КСИ) текста показывает степень концентрации 
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информации и равен отношению числа «простых» слов (s = 1), необходимых 

для объяснения данного текста ученику со знаниями 0Z , к общему количеству 

слов в тексте [72]. КСИ понятия П относительно тезауруса 0Z  равен его семан-

тической сложности относительно 0Z . За 0Z  выберем знания ученика 5 класса, 

который знаком с понятиями «точка», «прямая», «угол», «треугольник», «четы-

рехугольник» и т. д., но еще не начинал изучать теоремы геометрии.  

Известно, что смысловая информация предложения складывается из ин-

формативности слов и связей между ними: ,КСЛ INII +=  где N – число слов, 

СЛI  – средняя информативность слова, КI  – информация, связанная с компо-

новкой предложений из некоторого множества слов. Набор слов, входящих в 

предложение с одним подлежащим и одним сказуемым, обычно позволяет 

сформировать от 2 до 6 различных элементарных высказываний, не противоре-

чащих правилам русского языка. Поэтому КI  для простых предложений не 

превышает 6,26log2 ≈  бит, что существенно меньше общей информативности 

предложения! На обычное слово русского языка в среднем приходится  

=СЛI  7–8 бит информации, а информативность научного термина в десятки раз 

выше. Если же информативность терминов СЛI  «измерять» путем подсчета 

слов в их определениях (в которых слова тоже связаны между собой), то это 

позволит учесть «компоновочную информацию».  

2. Метод и результаты оценки сложности ДТ. Сущность метода оценки 

семантической сложности доказательств теорем относительно тезауруса 0Z  за-

ключается в следующем [63]: 1) создают текстовые файлы T1.txt, T2.txt, T3.txt, 

…, в которых представлены формулировки теорем ,1T  2T , 3T , …, описания 

рисунков и их доказательства с указанием всех посылок, выводов и логических 

связей (они содержат слова «значит»); 2) добавляют недостающие высказыва-

ния, которые заполняют смысловые пустоты и помогают ученику с тезаурусом 

0Z  понять теорему и ее доказательство; 3) подсчитывают количество значимых 

слов в каждом файле, определяя их объем ,1V  ,2V  ...,3V ; 4) составляют список 
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математических терминов (их количество обозначим через N ), используемых 

во всех анализируемых ДТ, и его помещают в текстовый файл Slovar.txt; 5) пу-

тем подсчета числа слов в определениях, а также методом парных сравнений 

находят сложности терминов is  (i = 1, 2, …, N ), которые также записывают в 

файл Slovar.txt; 6) с помощью специальной компьютерной программы, обра-

щающейся к файлу Slovar.txt, проводят контент-анализ каждого ДТ, подсчиты-

вают количество in  упоминаний каждого i-го термина и число обычных слов 

'N  (их сложность равна 1 УЕИ); 7) суммируя сложности всех терминов и 

остальных слов, определяют семантическую информативность (сложность) тек-

ста: ++== 11' snNIS sem ;...22 NN snsn ++  8) для каждого ДТ вычисляют коэф-

фициент свернутости информации ./VIКСИ sem=  Кроме того, определяют 

число элементов R на рисунке (прямые, окружности, отрезки и т. д.) и количе-

ство логических рассуждений L, что позволит вычислить альтернативный пока-

затель сложности RLS += 3' .  

 
Рис. 9.1. К доказательству теоремы о двух секущих 

 

При текстовом кодировании доказательства отдельные логические 

рассуждения заключим в фигурные скобки {…}. Во избежание повторений раз-

личные высказывания будем подчеркивать и обозначать так: (В1), (В2); в даль-

нейшем вместо повторной формулировки будем указывать код высказывания 

без скобок: В5 или В7. В качестве примера рассмотрим текстовое кодирование 

доказательства теоремы о произведении отрезков секущих: Если через одну 
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точку, не лежащую на окружности, проведены две секущие,  то произведения 

каждой секущей на внешнюю часть секущей равны (рис. 9.1): 

.ATAQASAP ⋅=⋅  В ней число логических рассуждений, включая формулиров-

ку теоремы, 6=L ; количество элементов на рисунке 5=R ; показатель сложно-

сти .23'=S    

В закодированном виде доказательство этой теоремы выглядит так: «Ри-

сунок: окружность, точка A вне окружности, секущая PS и секущая QT прохо-

дят через A. Из рисунка следует, что угол SPT и угол SQT вписанные и опира-

ются на одну дугу (В1). {Вписанные углы, опирающиеся на одну дугу, равны 

(В2), В1, значит, угол SPT и угол SQT равны (В3).} Из рисунка следует, что 

угол APT равен развернутый угол минус угол SPT (В4). Из рисунка следует, 

что угол AQS равен развернутый угол минус угол SQT (В5). {В3, В4, В5, зна-

чит, угол APT и угол AQS равны (В6).} {Если два угла одного треугольника 

равны двум углам другого треугольника, то треугольники подобны, угол A об-

щий, В6, значит, треугольник APT и треугольник AQS подобны (В7).} {Если 

треугольники подобны, то отношения соответствующих сторон треугольников 

равны, В7, значит, AP делить на AQ равно AT делить на AS (В8).} {Если обе 

части равенства умножить на одно число, то равенство останется истинным, В8, 

значит, AP умножить AS равно AQ умножить AT (В9).} 

Для оценки сложности математических терминов находят число значи-
мых слов в определениях и применяют метод парных сравнений. Используемые 
математические термины были напечатаны на карточках, которые раскладыва-
ют на шкале сложности [112]. Эксперт произносит определение понятия, под-
считывает количество слов в нем и, сравнивая одно понятие с другими, кладет 
карточку в соответствующее место шкалы. В файл Slovar.txt помещают список 

терминов без изменяемых окончаний с указанием их сложности is . Получилось 

так: «четырехугольник 4, косинус 13, синус 13, вертикальн(ый) 4, вписан(ный) 
5, гипотенуз(а) 5, делит(ь) 4, диагонал(ь) 5, дроб(ь) 7, дуга 5, касательн(ая) 6, 
минус 2, окружност(ь) 5, угол 3, умнож(ить) 5, хорд(а) 6, число 2, прям(ая) 3, a 
2, b 2, c 2, …». В текстах ДТ встречаются слова «из рисунка следует», «значит», 
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«если», выражающие логические связи между высказываниями [63]. При тек-
стовом кодировании слово «значит» используется для связи одной или не-
скольких посылок с выводом; его сложность считается равной 10, а число 
вхождений в ДТ – количеству логических рассуждений. Сложности слов «сле-
дует» и «если» считаются равными 3. 

Перечислим теоремы, у которых была оценена дидактическая сложность: 
1. Теорема о площади треугольника. Площадь треугольника равна поло-

вине произведения его основания на высоту: .2/hABS ⋅=   
2. Теорема о трех перпендикулярах. Если в плоскости провести прямую 

через основание наклонной прямой перпендикулярно к проекции наклонной пря-
мой на данную плоскость, то эта прямая будет перпендикулярна и к самой 
наклонной прямой. 

3. Теорема о двух хордах. Если две хорды AB и CD окружности пересека-
ются в точке E, то произведение отрезков одной хорды равно произведению 

отрезков другой хорды: .DECEBEAE ⋅=⋅  

4. Теорема о параллельных прямых и угле. Параллельные прямые, пересе-
кающие стороны угла, отсекают от сторон угла пропорциональные отрезки. 

5. Теорема о сумме углов треугольника. Сумма углов треугольника равна 

180 градусам: .180°=∠+∠+∠ CBA  

6. Теорема о двух секущих. Если через одну точку A, не лежащую на 
окружности, проведены две секущие AP и AQ, то произведения каждой секу-

щей на внешнюю часть секущей равны: .ATAQASAP ⋅=⋅  

7. Теорема Пифагора. Квадрат гипотенузы прямоугольного треугольника 

ABC  равен сумме квадратов катетов: .222 BCACAB +=  

8. Теорема синусов. Стороны треугольников пропорциональны синусам 

противолежащих углов: .sin/sin/sin/ CcBbAa ∠=∠=∠  

9. Теорема косинусов. Квадрат стороны треугольника равен сумме квад-
ратов двух других сторон без удвоенного произведения этих сторон на косинус 

угла между ними: .cos2222 Abccba ∠−+=  
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10. Теорема о секущей и касательной, проведенных из одной точки. Если 

из точки A, взятой вне окружности, проведены к окружности секущая AM и 

касательная AB, то произведение секущей AM на внешнюю часть секущей AK 

равно квадрату отрезка касательной AB: .2 AMAKAB ⋅=  
11. Теорема Менелая о треугольнике и прямой. Если точки P, Q, R лежат 

соответственно на сторонах AB, BC, CA треугольника ABC или продолжениях 

сторон, то точки находятся на одной прямой, когда  

.1=⋅⋅
AR
CR

QC
BQ

PB
AP  

12. Теорема Птолемея о вписанном четырехугольнике. Если четырех-

угольник вписан в окружность, то произведение длин его диагоналей равно 

сумме произведений длин двух пар его противоположных сторон:  

.BCADDCABBDAC ⋅+⋅=⋅  

В приложении к главе 9 представлены примеры теорем и их доказа-

тельств после их кодирования вербальным кодом, а также пример доказатель-

ства теоремы Пифагора с помощью нейросети. В принципе возможно создать 

онлайн-ресурс, который позволит автоматически решать школьные задачи, до-

казывать теоремы и определять их дидактическую сложность. 

 

Таблица 9.1. Результаты оценки сложности доказательства теорем 
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Результаты оценки сложности доказательств перечисленных теорем 

представлены в табл. 9.1 [63]. Она состоит из столбцов: 1) список теорем;  

2) число «обычных» слов ,'N  у которых 1=is ; 3) число научных терминов TN , 

сложность которых ;1>is  4) объем ДТ, равный количеству слов 'NNV T += ; 

5) сумма сложностей используемых терминов ,...2211 ++= snsnST  вычисленная 

компьютером; 6) общая сложность ДТ, измеренная путем подсчета количества 

семантической информации Tsem SNIS +== ' ; 7) показатель разнообразия тер-

минов ПР; 8) дидактическая сложность ДС, вычисляемая как произведение ко-

личества семантической информации semI  и показателя разнообразия PK : 

Psem KIДС ⋅= ; 9) количество логических утверждений ,L  включая формули-

ровку теоремы; 10) число элементов R  на рисунке, используемом в доказатель-

стве; 11) показатель сложности RLS += 3' ; 12) коэффициент свертывания ин-

формации VIКСИ sem /= ; 13) отношение количества логических рассуждений к 

общему числу слов в доказательстве теоремы VL /=ε . 

 

 
Рис. 9.2. Распределение теорем в пространстве признаков ДС, V  и 'S  

 

Проанализируем распределение ДТ в двух пространствах признаков:  

1) дидактическая сложность ДС – объем V  (рис. 9.2.1); 2) дидактическая слож-

ность ДС – показатель сложности 'S  (рис. 9.2.2). Видно, что в обоих случаях 
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большинство точек лежат вблизи возрастающих прямых. Об этом же говорят 

коэффициенты линейной корреляции, вычисленные в Excel: 0,92 и 0,81 соот-

ветственно. Из общей закономерности выпадает 11-й объект – теорема косину-

сов; это объясняется тем, что в ее доказательстве присутствуют разнообразные 

термины с высокой степенью абстрактности ( ,2,3=ПР 7,3=КСИ ). 

Из полученных значений (табл. 9.1) следует: 1) средний КСИ в доказа-

тельствах находится в интервале 2,5–4; 2) доказательства рассмотренных тео-

рем отличаются по дидактической сложности в 1–3,8 раза, а по объему – в 1–4 

раза; 3) дидактическая сложность ДС хорошо коррелирует с показателем слож-

ности RLS += 3'  и объемом ;V  4) отношение количества логических рассуж-

дений к общему числу слов в ДТ ε  лежит в интервале 0,03–0,05, то есть на один 

логический вывод из двух или трех посылок в среднем приходится 20–30 слов; 

5) количество семантической информации варьируется в 3,5 раз (от 286 до 1003

УЕИ); 6) показатель разнообразия терминов изменяется от 2,4 до 3,25 [63]. 

ДТ характеризуются высокими показателями насыщенности учебного 

текста логическими рассуждениями. Вообще, в доказательствах рассмотренных 

теорем используется примерно один и тот же набор терминов (прямая, окруж-

ность, угол и т. д.), поэтому КСИ  изменяется незначительно и информатив-

ность semI  примерно пропорциональна объему V  и числу утверждений .L  

Найденные значения semI , ДС, ПР и КСИ позволяют сравнить доказательства 

теорем с другими дидактическими объектами: учебными задачами, фрагмента-

ми текста, рисунками, формулами и т. д. 

Рассматриваемый подход заключается в создании файла, в котором зако-

дированы формулировка теоремы, рисунок и ее доказательство, с последую-

щим его анализом с помощью специальной компьютерной программы. Про-

грамма обращается к словарю – файлу, содержащему список терминов с указа-

нием их сложностей. В результате оценки сложности доказательств 12 теорем 

из школьного курса геометрии определены: 1) количество семантической ин-
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формации; 2) показатель разнообразия терминов; 3) средний коэффициент 

свернутости. Предложенный метод позволяет оценить дидактическую слож-

ность любого информационного блока, содержащего решение задачи, вывод 

формулы, доказательство теоремы и т. д.  
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9. Оценка сложности
доказательства теорем 

Оглавление 11. Исследование системы
формульных знаний по физике 

Как уже отмечалось ранее, существующие методы оценки дидактической 

сложности ФЗ [8; 19; 40; 82; 95; 97] имеют существенный недостаток: они, как 

правило, не учитывают смысловую сложность используемых понятий, физиче-

ских величин, законов и т. д. Поэтому необходимо разработать метод опреде-

ления физической, математической и вычислительной сложностей решения 

ФЗ, основанный на контент-анализе ее объяснения и учете семантической 

сложности используемых терминов. При этом предполагается, что дидактиче-

ская сложность УЗ пропорциональна количеству семантической информации в 

условии и объяснении ее решения. Используется тезаурусный подход, преду-

сматривающий выделение в объяснении УЗ элементарных смысловых единиц 

(научных понятий и «обычных» слов) и их подсчет [61; 105].  

Рассматриваемой проблеме посвящены работы следующих ученых: 

Г. А. Балл [8], Э. Г. Гельфман и М. А. Холодная [16] (психолого-педагогичес-

кий аспект), B. C. Бабаев, М. В. Кулагина и Ю. Ю. Шкитина [7], А. В. Гидлев-

ский [19], В. М. Кротов [40], О. Э. Наймушина, Б. Е. Стариченко [82], Н. Г. Ры-

женко [95], А. Л. Сакович [97] (трудность и сложность ФЗ), Е. Я. Таршис [105] 

(контент-анализ текстов). Некоторые ее аспекты обсуждается в работах А. С. Гу- 

насекера [20], Н. С. Журавлевой [29], Л. А. Ларченковой [44], А. П. Усольцева и 

Т. Н. Шамало [106] (решение задач и формирование мышления).  

1. Компоненты сложности задачи. Как известно, ФЗ – это проблемная

ситуация, требующая от учащихся мыслительных и/или практических дей-

ствий, связанных с применением законов и методов физики, разрешение кото-

рой приводит к овладению физическими знаниями и развитию мышления [8; 
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29; 44]. Физическая задача – многомерный объект, описывающийся большим 

числом характеристик, одной из которых является дидактическая сложность.  

В процессе обучения реализуются две принципиально различные ситуа-

ции: 1) самостоятельное решение задачи учеником, в ходе которого он сам вы-

бирает законы и формулы, соответствующие анализируемому явлению; 2) по-

нимание готового решения, овладение логикой рассуждений, которые проводит 

учитель или автор учебника. Мы рассматриваем только теоретические ФЗ. 

Ученые-методисты (например, в [8]) выделяют четыре этапа решения 

физической задачи: 1) осмысление ее условий, анализ рассматриваемой ситуа-

ции; 2) физический этап решения: запись системы уравнений (формул), выра-

жающих законы и определения физических величин; 3) математический этап 

решения: осуществление алгебраических преобразований и решение ФЗ в об-

щем виде (то есть получение конечной формулы); 4) вычислительный этап ре-

шения: выполнение расчетов, получение числового ответа. Поэтому логично 

считать, что дидактическая сложность задачи по физике складывается из:  

1) физической сложности задачи (ФС ) – сложности физических поня-

тий, законов, уравнений и рассуждений, которые необходимо использовать для 

построения соответствующей физической модели;  

2) математической сложности задачи ( МС ) – сложности математиче-

ских понятий, положений, уравнений и рассуждений, требующихся для ее ре-

шения;  

3) вычислительной сложности ( ВС ), зависящей от количества и слож-

ности вычислительных операций [67].  

Как известно, сложность объекта пропорциональна информативности его 

самого краткого и одновременно полного описания [61]. Так как вербальное 

кодирование является самым универсальным и позволяет закодировать любую 

информацию (текст, рисунок, формулы), то для оценки сложности различных 

компонентов решения ФЗ следует перейти к их словесному описанию, а затем 

оценить информативность получившихся текстов. Дидактическая сложность 
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(ДС) учебного текста равна произведению его структурной и семантической 

сложностей [72]: .semстр SSDC =  Структурную сложность одного предложения 

или текста будем вычислять по формуле: ,13/)ln1( прслстр DDS +=  где слD  – 

среднее число букв в слове (длина слова), прD  – среднее число значимых слов в 

предложении. Структурная сложность предложения, состоящего из 5 слов по  

5 букв каждое, равна .113/)5ln1(5' ≈+=стрS   

Семантическая сложность semS  текста приблизительно равна сумме се-

мантических сложностей составляющих его слов (понятий, терминов). Слож-

ность термина T относительно некоторого тезауруса 0Z  равна суммарной 

сложности слов из тезауруса 0Z , которые позволяют объяснить сущность тер-

мина T. Для оценки школьных ФЗ в качестве 0Z  выберем тезаурус выпускника 

5 класса, а сложность простых общеупотребительных слов примем равной 1. 

Нам удалось определить ДС сначала простых, а затем сложных терминов, обо-

значающих физические объекты и величины [61; 72]. Были получены следую-

щие результаты: твердое тело – 4, атом – 8, длина волны – 14, электромагнит-

ные колебания – 20, цепная ядерная реакция – 37, спектральная плотность ин-

тенсивности излучения – 55 и т. д. 

2. Оценка сложности учебной задачи. Предлагаемый метод определе-

ния семантической сложности semSSC =  объяснения задачи предусматривает 

применение написанной в среде ABCPascal компьютерной программы, которая 

анализирует входной текстовый файл. Программа обращается к файлу 

Slovar.txt, содержащему список терминов с указанием их сложностей is , выби-

рает очередной термин, определяет количество его употреблений в тексте и, 

учитывая is , находит semS  текста. 

Рассмотрим ученика, решающего ФЗ. Пусть в её условии и решении не-

который термин iT  (физическая величина или математическая операция) со 

сложностью is  встречается in  раз. Если при первой встрече учащийся не сразу 
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припоминает смысл термина iT , то при втором, третьем упоминаниях это при-

поминание происходит быстрее и легче. Будем считать, что трудность термина 

iT  при каждом обращении уменьшается приблизительно на 30 % от предыду-

щего значения, но не становится меньше is1,0 , при этом всегда превышая 2. В 

главе 2 показано, как это можно учесть. 

Все физические формулы подразделяются на два класса: 1) формулы-

определения, в которых определяется новая физическая величина на основе 

других абстракций; 2) формулы, выражающие функциональные зависимо-

сти между физическими величинами. Для нахождения семантической сложно-

сти формулы, выражающей функциональную зависимость (например, νhEф = ), 

вычисляют сумму семантических сложностей всех составляющих ее терминов. 

Если речь идет об определении некоторой физической величины (например, 

UqС /= ), то семантическая сложность определяемой величины (то есть емко-

сти С ) не учитывается. Семантическая сложность формулы-определения равна 

сумме семантических сложностей всех величин, входящих в формулу, за ис-

ключением определяемой величины.  

В случае, когда формула содержит коэффициент пропорциональности 

(например, lkF ∆= ), то его семантическая сложность считается равной 5. Дру-

гой подход, заключающийся в формулировании определения коэффициента k  

(жесткость равна сила делить на удлинение) и подсчете суммарной сложности 

всех терминов, приведет к тому, что сложность формулы lkF ∆=  окажется за-

вышенной почти в 2 раза. 

2.1. Оценка физической сложности ФЗ. Для оценки физической слож-

ности задачи следует: 1) сформулировать условие так, чтобы оно кратко и в то 

же время полно отражало анализируемую физическую ситуацию и содержало 

перечисление всех физических объектов; 2) выписать 5 ключевых терминов – 

самых сложных научных понятий, используемых при решении ФЗ; 3) записать 

исходные формулы и полученный результат в общем виде (то есть конечные 
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формулы); 4) закодировать исходные и конечные формулы словесным кодом и 

представить их в виде отдельных предложений, содержащих названия объек-

тов, физических величин и математических операций. Например: 2/2CUW =  – 

«энергия конденсатора равна емкость умножить на напряжение квадрат, делить 

на число». Или qFE /=  – «напряженность электрического поля равна сила де-

лить на заряд»; 5) создать файл F1.txt, в который поместить условие, ключевые 

термины, исходные и конечную формулы, закодированные вербальным кодом; 

6) с помощью компьютерной программы проанализировать файл F1.txt, опре-

делить общую семантическую сложность 1SС ; 7) вычислить физическую слож-

ность ФC  решения задачи как сумму сложностей всех терминов и обычных 

слов [67]. 

2.2. Оценка математической сложности ФЗ. Из анализа школьных за-

дачников [26; 96] следует, что для решения ФЗ применяются методы, предпола-

гающие: 1) использование формул элементарной геометрии: ,2 RL π=  ,2RS π=  

abcV =  и т. д.; 2) сложение и вычитание векторов, проецирование векторных 

уравнений на оси координат; 3) решение системы алгебраических уравнений; 

4) решение квадратного уравнения; 5) применение теоремы Пифагора, теоремы

косинусов, теоремы подобия и других теорем геометрии; 6) использование три-

гонометрических формул; 7) сложные алгебраические преобразования и вычис-

ления со степенями, корнями, логарифмами и т. д.; 8) нахождение производных 

и интегралов. В этом списке отсутствуют такие универсальные методы, как: 

чтение, письмо, рисование, осуществление элементарных математических пре-

образований и арифметических вычислений. Они формируются в 1–5 классах и 

при определении МС не учитываются. 

Математическая сложность ФЗ зависит от: 1) количества и сложности ис-

пользуемых математических функций (показательная, синус, логарифм и т. д.); 

2) количества величин (постоянных и переменных) в уравнениях; 3) сложности

применяемых математических операций, формул, теорем, правил, утверждений 

[67]. Для оценки МС задачи следует: 1) решить задачу максимально простым 
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способом; 2) сосчитать количество переменных и коэффициентов p , чисел c, 

знаков равенства r, операций сложения или вычитания s, умножения или деле-

ния u; 3) создать текстовый файл F2.txt, содержащий закодированные формулы 

и формулировки математических правил и теорем, применяемых при решении 

ФЗ; 4) проанализировать файл F2.txt с помощью компьютерной программы и 

определить его сложность 2SC  как сумму сложностей математических понятий 

и «обычных» слов; 5) вычислить математическую сложность: 

,223 2SCsnrсpMC
i

ii ++++≈ ∑  

где in  – число использований i-й операции iO , is  – ее сложность, а коэффици-

енты перед p , с и r равны сложностям понятий «переменная», «число» и «рав-

но» соответственно. Сложность математических операций iO  может быть оце-

нена так: 1) сложение или вычитание: =1s 2; 2) умножение или деление: =2s 3; 

3) возведение в квадрат или куб =3s 3; 4) извлечение корня =4s 4;  

5) подстановка одной формулы в другую =5s 4 и т. д.  

 2.3. Оценка вычислительной сложности ФЗ. Для оценки ВС  необхо-

димо в конечную формулу (или формулы) подставить числовые значения и 

произвести вычисления на калькуляторе. Вычислительная сложность зависит 

от: 1) количества нажатий k  на кнопки калькулятора; 2) семантической слож-

ности 3SС  всех понятий, обозначающих математические функции (корень, си-

нус, логарифм и т. д.), которые входят в конечную формулу [67]. Так как для 

осуществления вычислений на калькуляторе не требуется вспоминать опреде-

ления этих функций, то при нахождении 3SС  будем считать, что их сложность 

лежит в интервале от 4 до 6. Вычислительная сложность задачи .2 3SСkВС +≈  

В качестве примера рассмотрим применение предлагаемого метода для 

оценки сложности трех задач из ЕГЭ [26].  

Задача 1. Груз массой 0,4 кг подвешен на пружине жесткостью 100 Н/м 

к потолку лифта. Лифт из состояния покоя равноускоренно поднимается 
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вверх на расстояние 5 м в течение 2 с. Каково удлинение пружины, когда коле-

бания груза затухнут? Применяются формулы: ,amgmFупр


=+  ,xkFупр =  

.2/2taS =  После алгебраических преобразований получается окончательная 

формула ./)/2( 2 ktSgmx +=  Произведем вычисления: 

).(049,0
100

)2/528,9(4,0 2
мx ≈

⋅+
=  

Перечислим ключевые термины: тело, равноускоренное движение, жест-

кость, удлинение, колебания. Семантическая сложность условия задачи и клю-

чевых слов, исходных и конечных формул (то есть физическая сложность) со-

ставляет =ФС 172. В решении используются =p 30 переменных и коэффици-

ентов, с = 4 числа, =r 7 уравнений (знаков «равно»). Математические опера-

ции: 1) сложение (вычитание) – 51 =n  раз; 2) умножение (деление) – 162 =n  

раз; 3) подстановка одной формулы в другую – 25 =n  раза. Их сложность со-

ставляет 174. Также применяются правила: 1) «если левую и правую части ис-

тинного равенства умножить (разделить) на одно и то же число, то равенство 

останется истинным» – 2 раза; 2) «если вектор сонаправлен с осью координат, 

то его проекция на ось положительна, а если противоположно направлен – от-

рицательна» – 3 раза. Их сложность, определенная путем суммирования слож-

ностей понятий с помощью компьютерной программы, 992 ≈SC . В результате 

математическая сложность этой ФЗ равна: ≈MC 174 + 99 = 273.  

Чтобы произвести вычисления, необходимо =k 21 раз нажать на кнопки 

калькулятора и один раз использовать понятие «квадрат», поэтому ≈ВC 45. Ес-

ли результаты оценки сложности записать в формате: (физическая сложность, 

математическая сложность, вычислительная сложность), то получится так: 

(172; 273; 45). Этой матрице соответствует точка в трехмерном пространстве, 

образованном осями ФС , МС , ВС . Если из текста удалить союзы, предлоги и 

определить среднюю длину слов и предложений, то можно вычислить струк-

турную сложность решения задачи. При этом список ключевых слов и каждая 
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формула рассматриваются как отдельные предложения. Получается, что 

≈стрS 1,89. Дидактическая сложность задачи 

≈++= )( ВСМСФСSDC str 930. 

Задача 2. Ион с зарядом =q 19102,3 −⋅  Кл и массой 25105,1 −⋅=m  кг прохо-

дит ускоряющую разность потенциалов 1000=U  В и после этого попадает в 

однородное магнитное поле, в котором движется по окружности радиусом 

3,0=R  м. Определить модуль индукции магнитного поля. Применяются фор-

мулы: ,2/2υmK =  ,12 KKA −=  ,qUA =  ,maF =  ,BqFЛ υ=  ./2 Ra υ=  Решим 

эту систему уравнений относительно :B  

,
2

2υmqUA ==   ,
2

R
mBq υυ =    ,2

m
qU

=υ .21
q

mU
R

B =  

Последняя формула является конечной. Выполним вычисления: 

).(2,10
102,3

10105,12
3,0

1
19

325
ТлB ≈

⋅

⋅⋅⋅
=

−

−
 

Перечислим ключевые понятия: ион, заряд, магнитное поле, индукция 

магнитного поля, потенциал. Семантическая сложность условия задачи и клю-

чевых слов, исходных и конечных формул (то есть физическая сложность) со-

ставила ≈ФС 350. В решении используются: =p 39 переменных, =c 2 чисел, 

=r 11 уравнений. Математические операции: =1n 1, =2n 21, =3n 4, =4n 3, 

=5n 5 раз. Применяются правила: 1) «Если левую и правую части истинного 

равенства умножить (разделить) на одно и то же число, то равенство останется 

истинным» – 3 раза; 2) правило: «Если из левой и правой частей равенства из-

влечь корень, то равенство останется истинным» – 1 раз. Их сложность 

≈2SC 68. Получаем, что математическая сложность ≈MC 320. Чтобы произве-

сти вычисления, необходимо =k 36 раз нажать на кнопки калькулятора и при 

этом один раз извлечь корень, поэтому ≈ВC 76. Если результаты оценки слож-

ности записать в формате: (физическая сложность, математическая сложность, 
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вычислительная сложность), то получится так: (350; 320; 76). Определив сред-

ние длины слов и предложений, найдем структурную сложность ≈стрS 1,89. 

Тогда дидактическая сложность ≈++= )( ВСМСФСSDC str 1410. Коэффициент 

свернутости информации КСИ ≈= VФС / 3,64, где V  – объем (число слов без 

предлогов и союзов) физической составляющей решения ФЗ. 

Задача 3. Сколько фотонов с длиной волны 0,45 мкм попадает на сет-

чатку глаза за 2 с, если мощность поглощенного сетчаткой излучения на этой 

длине волны составляет 171098,1 −⋅ Вт? Исходные формулы: ,tPEизл =  

,νhNEизл =  ./λν c=  Промежуточный результат: ./λchNtP =  Конечная фор-

мула: ./ chtPN λ=  Ключевые термины: фотон, длина волны, мощность, энер-

гия, излучение. Физическая сложность задачи =ФС 218. В решении использу-

ются: =p 22 переменных, =r 5 уравнений (знаков «равно»). Математические 

операции: умножение – =2n 12, подстановка – =5n 2. Применяется правило: 

«если левую и правую части истинного равенства умножить (разделить) на од-

но и то же число, то равенство останется истинным» – 2 раза. Получается 

≈2SC 32, математическая сложность ≈MC 152. Вычислительная сложность 86. 

Получаем матрицу: (218, 152, 86). Структурная сложность: ≈стрS 1,79. ДС рав-

на ≈++= )( ВСМСФСSDC стр 820. 

В качественных задачах, а также заданиях, требующих выбора правиль-

ных утверждений без вывода формул и вычислений, математическая и вычис-

лительная сложности равны нулю. Рассмотрим пример задания из ЕГЭ [26, 

c. 22]: Выберите все верные утверждения о физических явлениях, величинах и 

закономерностях: 1) атмосферное давление возрастает с высотой над по-

верхностью Земли; 2) при неизменной температуре нагревателя КПД идеаль-

ной тепловой машины повышается с понижением температуры холодильника;  

3) одноименные точечные электрические заряды отталкиваются друг от дру-

га, разноименные точечные заряды притягиваются друг к другу; 4) период 
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гармонических электромагнитных колебаний в идеальном контуре, состоящем 

из катушки индуктивности и конденсатора, уменьшается при сближении пла-

стин конденсатора; 5) альфа-излучение отклоняется в магнитном поле. Вы-

полнение этого задания предполагает сравнение перечисленных утверждений с 

фактуальными знаниями ученика. В тексте 513 букв, 58 слов, 6 предложений. 

Физическая сложность текста ≈ФC 206, структурная сложность (надо удалить 

все предлоги и нумерацию) ≈стрS 2,22, поэтому дидактическая сложность 

≈= ФСSDC стр 460. Коэффициент свернутости информации вычисляется так: 

≈= словNФСКСИ / 3,61. 

 
Дидактическая сложность физической задачи равна произведению струк-

турной сложности на сумму физической, математической и вычислительной 

сложностей. Сущность предлагаемого метода состоит в вербальном кодирова-

нии условия и решения задачи с последующим определением семантической 

сложности различных составляющих ее решения. Для этого используется спе-

циальная компьютерная программа, обращающаяся к словарю научных терми-

нов и вычисляющая семантическую сложность текста. С помощью предложен-

ного метода произведена оценка трех задач и одного качественного задания по 

физике. Полученные оценки ДС фактически характеризуют сложность понима-

ния учеником готового решения физических задач. Если ученик решает задачи 

самостоятельно, то он должен сам выбрать «правильные» формулы, соответ-

ствующие анализируемому явлению. В этом случае физическую сложность за-

дачи, найденную рассмотренным выше методом, следует умножить на коэффи-

циент, зависящий от неопределенности выбора формул.  
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10. Оценка сложности
физических задач 

Оглавление 12. Сложность формул
школьного курса физики 

Важной составляющей физических знаний школьника являются так 

называемые формульные знания. Физические формулы отражают объективные 

взаимосвязи между различными величинами, понятиями, объектами и их теоре-

тическими моделями. Работа с формулами требует от учащихся умения анали-

зировать, сравнивать, обобщать и систематизировать информацию, что способ-

ствует развитию логического мышления и формированию научного мировоз-

зрения. Умение применять формулы для решения задач является универсаль-

ным навыком, который востребован не только в физике, но и в других областях 

знаний. Формирование и развитие системы физических формул в ментальном 

пространстве ученика позволяет лучше усваивать новый материал и устанавли-

вать связи с ранее изученными вопросами, способствует построению физиче-

ской картины мира и овладению методами научного познания (анализ, модели-

рование, формализация) и т. д.  

1. Обсуждение проблемы. Совокупность изучаемых в школе формул об-

разует систему формульных знаний (СФЗ), состоящую из взаимосвязанных 

элементов, которой присущи все основные свойства систем [5]: целостность, 

связанность, взаимодействие, наличие иерархической структуры, целенаправ-

ленность, эмерджентность, ограниченность, сложность и т. д. Без формул не-

возможно решить задачи или построить математические модели изучаемых яв-

лений. Некоторые физические величины входят в разные формулы, это позво-

ляет решать двух- и многоформульные задачи (для которых требуется несколь-

ко формул). Выполнение лабораторных работ также требует понимания физи-

ческих формул, умения производить алгебраические операции и вычисления. 

Сложность учебной дисциплины или изучаемой темы часто связывают со 
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сложностью и числом используемых в ней формул. Поэтому проблема изуче-

ния системы формул, входящих в школьный курс физики, актуальна. 

Сформулируем стоящие перед нами задачи следующим образом: апроби-

ровать различные подходы к изучению системы формульных знаний школь-

ного курса физики, позволяющие определить ее основные характеристики, вы-

явить семантические связи между входящими в формулы физическими поняти-

ями, осуществить их кластеризацию, создать семантическую сеть, изображаю-

щую часть ментального пространства ученика.  

Для достижения поставленной цели нами проведен контент-анализ учеб-

ников физики за 10–11 классы (авторы Г. Я. Мякишев, Б. Б. Буховцев, 

Н. Н. Сотский, В. М. Чаругин) [89–91; 79; 80]; в результате составлен список 

основных формул, знание которых необходимо для успешного усвоения физи-

ки. Путем вербального кодирования выписанных формул получен текстовый 

файл Formula.txt, который анализировался с помощью онлайн-ресурсов Интер-

нета и компьютерных программ, написанных в ABCPascal. Это позволило вы-

явить входящие в формулы ключевые понятия, определить степень смысловой 

близости (связанности), рассчитать матрицу семантических расстояний в Excel, 

осуществить кластеризацию понятий, построить семантическую сеть, визуали-

зирующую связи между ними. Рассматриваемый подход опирается на работы 

следующих ученых: Н. К. Андриевская [4], А. В. Антонов [5], Г. А. Балл [8], 

С. Х. Бермудес [10], А. С. Ванюшкин и Л. А. Гращенко [13], С. И. Монахов, 

В. В. Турчаненко, Е. А. Федюкова и Д. Н. Чердаков [78], С. В. Ракитина [92], 

В. А. Яцко [114], C. D. Manning, P. Raghavan и H. Schütze [120].  

2. Система формульных знаний. Предлагаемая методика изучения си-

стемы формульных знаний состоит в следующем [69; 73]: 

1) из учебника выписывают все основные формулы (обведенные в рамку

или выделенные жирным шрифтом), которые необходимо знать для решения 

стандартных физических задач;  
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2) формулы кодируют в текстовом файле Formula.txt, заменяя буквы и

математические символы названиями физических величин и операций; 

3) получают список понятий, входящих в формулы, с указанием количе-

ства использований, выявляют ключевые понятия; 

4) с помощью онлайн-ресурса https://nocodefunctions.com создают семан-

тическую сеть из понятий, составляющих формульные знания; 

5) вычисляют косинусные меры близости между ключевыми понятиями, а

затем рассчитывают семантические расстояния между ними; 

6) исходя из матрицы расстояний, осуществляют кластеризацию понятий.

3. Характеристики системы физических формул. Из обоих учебников

физики за 10 и 11 классы [79; 80] выписывают основные формулы, а затем 

осуществляют их вербальное кодирование, создавая текстовый файл 

Formula.txt. Например, формула RIP 2=  кодируется предложением: «Мощ-

ность электрического тока равна квадрат силы тока умножить на сопротивле-

ние проводника». Получившийся текст содержит названия физических величин 

(«мощность», «сила тока», «сопротивление»), понятия, обозначающие объекты 

(«газ», «ток», «поле») и математические символы («равно», «корень», «делить», 

«производная» и т. д.). 

Рис. 11.1. Фрагмент графа «формулы – величины» по механике 

Система формул может быть представлена в виде графа «формулы – ве-

личины». Его фрагмент, соответствующий небольшой части раздела «Механи-

ка», представлен на рис. 11.1. На нем физические величины изображены в 

кружках, а составленные из них формулы – в прямоугольниках; линии показы-
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вают связи. На основе таких графов можно организовать повторение формул на 

уроке. Для этого достаточно удалить формулы из прямоугольников, вывести 

получившийся «полупустой» граф на экран и предложить ученикам восстано-

вить отсутствующие записи. 

Сложность и связность СФЗ по физике можно охарактеризовать: 1) чис-

лом формул: 148; 2) количеством входящих в них величин: 67; 3) числом упо-

минаний физических величин: 651; 4) средним числом величин в одной форму-

ле: 651 / 148 = 4,4 (среднее число связей, приходящихся на одну формулу); 

5) средним числом связей, приходящихся на одну величину: 651 / 67 = 9,7.

Из файла Formula.txt с помощью интернет-ресурса advego.com получен 

список понятий, входящих в состав физических формул, с указанием их коли-

чества. Это позволило выявить ключевые понятия, часто используемые в фор-

мулах [13]. К ним относятся следующие физические величины: скорость – 67 

упоминаний, вектор – 45, масса – 45, сила – 32, расстояние – 31, заряд – 27, 

энергия – 26, сила тока – 24, напряжение – 21, изменение – 17. Если величины 

проранжировать, то есть расположить в порядке убывания частоты, а затем по-

строить зависимость частоты использования от ранга, получится кривая, соот-

ветствующая распределению Ципфа [75]. Она показана на рис. 11.2. 

Рис. 11.2. Зависимость частоты n понятия из СФЗ от его ранга r 
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4. Построение семантической сети. Для создания графа, визуализирую-

щего связи между понятиями в формулах, используется ресурс Интернета 

https://nocodefunctions.com. Такая сеть для раздела «Механика» представлена на 

рис. 11.3. Чтобы ее получить, из файла Formula.txt были исключены формулы, 

не относящиеся к механике, и удалены слова, обозначающие математические 

операции: «равно», «сложить», «вычесть», «делить», «возвести в квадрат», «из-

влечь корень» и т. д. (см. Приложение к гл. 11). Если это не сделать, то в семан-

тической сети появятся вершины, соответствующие этим понятиям. Для того 

чтобы программа лучше отличала понятия, входящие в одну формулу, от поня-

тий из другой, описания формул оформляют в виде отдельных предложений 

(первое слово – с заглавной буквы, в конце – точка), а между ними вставляют 

последовательность из 10–12 стоп-слов, на которые программа не реагирует и 

не включает в семантическую сеть («который» или «однако»).  

 

 
Рис. 11.3. Семантическая сеть из понятий, входящих в формулы по механике 
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В настройках следует выбрать опции: 1) учитывать слова из 3 и более 

букв (чтобы не потерять понятия «ток», «газ»); 2) исключить слова, встречаю-

щиеся 1 раз; 3) максимальная длина n-grams – одно слово. Запуск программы 

для формул по механике (включая статику, механические колебания и волны) 

дает результат, представленный на рис. 11.3. Видно, что программа выделила 

42 термина (среди них не только физические величины, но и понятия, обозна-

чающие объекты и явления), из которых получилось 8 кластеров; общее коли-

чество связей – 131. Размер кружков (вершин) пропорционален частоте упоми-

нания понятий; ширина изогнутых линий пропорциональна силе связей. 

 Применение рассмотренного выше метода позволило получить семанти-

ческую сеть для понятий, составляющих систему формульных знаний всего 

школьного курса физики (рис. 11.4 и 11.5). Полный граф состоит из 119 вершин 

(понятия, упоминаемые только один раз, не учитывались), между ними 457 свя-

зей; всего 16 кластеров, они показаны разными цветами. 

 

 
Рис. 11.4. Семантическая сеть из понятий, входящих в СФЗ 
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Визуализация семантического пространства формульных знаний позволя-

ет по-новому взглянуть на их структуру, выявить скрытые взаимосвязи между 

различными концептами. Это способствует более глубокому пониманию СФЗ 

как одной из составляющих ментального пространства «идеального ученика» 

(то есть ученика, запоминающего всю сообщаемую информацию). В менталь-

ном пространстве реального ученика некоторые вершины и связи представлены 

слабее или отсутствуют, что затрудняет усвоение новых знаний. 

Рис. 11.5. Фрагмент семантической сети из понятий, входящих в СФЗ 

5. Получение матрицы близости между понятиями. Система формуль-

ных знаний по физике состоит из 148 формул; они содержат 37 ключевых поня-

тий. Перед анализом файла Formula.txt в нем производят следующие замены: 

1) чтобы не путать с термином «сила», термин «сила тока» заменяют на «слла-

тока», а «оптическая сила» – на «оптсила»; 2) вместо слов «радиус», «диаметр», 

«длина» используют термин «расстояние». Для получения матрицы близости 

используется компьютерная программа ПР-4 (Приложение к гл. 11), которая 
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читает файл Formula.txt, последовательно перебирает все формулы от =i 1 до 

=N 148, определяя количество вхождений понятий А, B, C, … в каждую из них. 

В результате для каждого понятия вычисляется контекстный вектор – одномер-

ная матрица )...,,,( 21 Naaaa , элементами которой являются количества вхож-

дений ia  понятия А в i-ю формулу школьного курса физики.  

Косинусная мера близости ),( BAK  понятий А и В вычисляется как коси-

нус угла между векторами )...,,,( 21 Naaaa  и )...,,,( 21 Nbbbb


 в N-мерном кон-

текстном пространстве [4; 10; 120]. Результаты для каждого понятия записыва-

ются в файл Vihod.txt в виде столбца чисел, а затем переносятся в Excel. Полу-

чившаяся матрица близости 37 × 37 позволяет рассчитать матрицу расстояний 

по формуле 99,0)01,0),(/(1),( −+= BAKBAL . Она составлена так, что при K= 1 

(максимальная близость) расстояние L = 0, а при К = 0 расстояние L = 99.  

6. Кластеризация понятий. С помощью компьютерной программы, ис-

пользующей  матрицу расстояний, можно осуществить кластеризацию рассмат-

риваемых объектов (понятий) [25; 120]. Алгоритм состоит в следующем:  

1) сначала считают, что каждый i-й объект является отдельным кластером 

с весом 1=im ;   

2) находят два наиболее близких кластера iK  и jK ;  

3) объединяют их в один новый кластер jiK ,  с весом jiji mmm +=, ;  

4) вычисляют расстояние от нового кластера jiK ,  до остальных кластеров, 

учитывая веса iK  и jK : 

,
),(),(

),(
ji

rjjrii
rji mm

KKLmKKLm
KKL

+

+
=  Nr 1=  кроме i  и j ; 

очевидно, что ;0),( =jiji KKL  

5) если число кластеров больше, чем требуется, то возвращаются к опера-

ции 2, а иначе – заканчивают кластеризацию. 
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На рис. 11.6.1 представлена дендрограмма кластеризации 12 ключевых 

понятий, входящих в формулы из раздела «Механика». Можно выделить три 

кластера: 1) время, расстояние, скорость, частица, ускорение, проекция; 2) мас-

са, сила, вектор; 3) колебания, волна, энергия. В некоторых случаях 1),( <BAL , 

0)),(ln( <BAL . Поэтому для вычисления расстояний между вершинами графа 

на рис. 11.6.2 применяется формула ).1),(ln(),( += BALBAl  

Рис. 11.6. Кластеризация величин, входящих в формулы по механике 

Рис. 11.7. Результаты кластеризации понятий, входящих в СФЗ 
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Применение специальной компьютерной программы к матрице расстоя-

ний для 36 наиболее часто используемых понятий всего курса физики позволи-

ло выявить следующие кластеры: 1) частица, скорость, свет, изменение, энер-

гия, работа; 2) тело, масса, количество теплоты; 3) газ, молекула, температура, 

давление; 4) колебания, частота, циклическая частота, амплитуда, координата, 

волна; 5) поле, заряд, электрический, расстояние, модуль, напряженность, сила, 

вектор; 6) угол, синус, индукция магнитного поля; 7) сила тока, напряжение, 

сопротивление. Три понятия оказались слабо связаны с другими и в этот список 

не вошли. Расстояния между вершинами графа на рис. 11.7 рассчитаны по фор-

муле )).,(10ln(),( BALBAl =  Точки А на рис. 11.7.1 и 11.7.2 совпадают. 

 
Цифровая гуманитаристика открывает новые перспективы для изучения 

методики обучения физике. Анализ текстов учебников, автоматическая обра-

ботка информации и визуализация результатов позволяют установить законо-

мерности, которые невозможно выявить иным способом. Использовались сле-

дующие методы исследования системы формульных знаний курса физики:  

1) перечисление формул в порядке их изучения; 2) выявление ключевых поня-

тий, обозначающих часто используемые физические величины; 3) построение 

графа «формулы – величины» и определение его параметров; 4) изучение се-

мантических связей между понятиями, входящими в формулы; 5) вычисление 

меры близости и семантического расстояния между часто используемыми по-

нятиями; 6) кластеризация понятий, входящих в формулы соответствующего 

раздела или всего курса физики. Перспективы дальнейших исследований в этом 

направлении связаны с расширением объема анализируемых данных и сопо-

ставлении результатов, полученных для различных учебников. 
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11. Исследование системы
формульных знаний по физике 

Оглавление 13. Сложность выбора формул
 при решении физических задач 

Определение сложности различных дидактических объектов (учебных 

текстов, формул, рисунков и т. д.) является одной из актуальных проблем тео-

рии обучения. От результатов оценки сложности учебного материала зависит 

когда, сколько времени и по какой методике будет изучаться тот или иной во-

прос. «Измерение» сложности решения физических задач (ФЗ) позволит распо-

ложить их в порядке возрастания трудности выполнения и правильно оцени-

вать работы учеников на контрольных работах и олимпиадах [9; 82; 106]. Для 

решения этой проблемы необходимо: 1) оценить семантическую сложность 

формул или соответствующих им теоретических положений; 2) определить 

сложность методов решения задач по различным разделам физики. Предлагае-

мый подход опирается на работы следующих ученых: Г. А. Балл [8], А. Н. Ла-

зарев и М. В. Чистяков [43] (теория учебных задач); B. C. Бабаев, М. В. Кулаги-

на и Ю. Ю. Шкитина [7], А. В. Гидлевский [19], О. Э. Наймушина и Б. Е. Ста-

риченко [82], И. С. Наумов и В. С. Выхованец [83] (сложность учебных зада-

ний); Н. Б. Самсонов, Е. В. Чмыхова и Д. Г. Давыдов [98] (сложность учебных 

текстов); Е. Я. Таршис [105] (метод контент-анализа). 

1. Обсуждение проблемы. При оценке сложности текстов и формул

школьного курса физики [79; 80] в качестве единицы измерения семантической 

информации удобно взять информационную емкость «простых» слов, хорошо 

известных пятикласснику и входящих в его тезаурус 5Z : человек, вода, воздух, 

расстояние, время и т. д. Тогда семантическая сложность абстрактного понятия 

П относительно тезауруса 5Z  будет равна наименьшему количеству «простых» 

слов из 5Z , которые позволяют объяснить понятие П [72].  
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Для определения семантической сложности решения ФЗ требуется оце-

нить сложность физических понятий, обозначающих физические объекты, яв-

ления, величины и константы. При введении физической величины новая аб-

стракция )1( +k -го уровня определяется на основе ранее введенных абстракций 

k-го уровня. Например, в теме «Кинематика» (рис. 12.1) основными являются 

понятия: время t , координата x , путь s , радиус-вектор r , угол поворота ϕ , а 

также оператор ∆  (изменение). С их помощью дают определения таким поня-

тиям, как: перемещение r∆ , вектор скорости υ , его модуль υ  и проекция xυ ,

вектор ускорения a , угловая скорость ω , период T  и частота вращения ν .

Очевидно, что понятие «перемещение» проще понятия «скорость», а «ско-

рость» проще понятия «ускорение»: S(перемещение) < S(скорость) < 

S(ускорение). Так как «ускорение равно отношению изменения скорости ко 

времени», то относительно тезауруса 5Z  пятиклассника S(ускорение) ≈  

S(скорость) + 4. Из аналогичных рассуждений S(скорость) ≈  S(перемещение) + 

4. В результате ДС этих понятий равна: перемещение – 4, скорость – 8, ускоре-

ние – 12. 

Рис. 12.1. Определения понятий по теме «Кинематика» 
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Построим другие цепочки понятий. Используя такие основные понятия 

как время t , расстояние d , перемещение S , сила F , энергия E , можно сфор-

мулировать определения момента сил M , работы A , мощности N  и КПД η   

(рис. 12.2). Очевидно, что понятие «сила» проще понятия «работа», а «работа» 

проще понятия «мощность»: S(сила) < S(работа) < S(мощность). Работа силы 

αcosFSA =  (рис. 12.2), поэтому S(работа силы) ≈  S(сила) + S(перемещение) + 

S(косинус угла) + S(умножить). 

Если мы хотим объяснить понятие «работа силы» попроще, то получится 

так: .FSA =  Значит: S(работа силы) > S(сила) + S(перемещение) + 1 (это ниж-

няя граница ДС). Так как «энергия системы – работа, которую может совершить 

система», то S(энергия) ≈  S(работа) + 4. Для понятия «мощность» получаем: 

S(мощность) ≈  S(работа силы) + S(время) + 2 >  S(сила) + S(перемещение) + 3. 

Можно записать иначе: S(мощность) ≈  S(энергия) + S(время) + 2 ≈  S(сила) + 

S(перемещение) + 7. Учитывая количества слов в определениях и сравнивая 

понятия друг с другом, можно прийти к выводу, что их сложности равны [61; 

72]: время – 2, расстояние – 2, перемещение – 3, сила – 6, момент сил – 9, рабо-

та – 14, мощность – 19. Результаты оценивания формул были сведены в табли-

цу Excel, фрагмент которой представлен на рис. 12.2.2. В ней представлены се-

мантическая сложность SC  формулы, объем V  (число значащих слов) и .КСИ  

 

 
Рис. 12.2. Связь понятий и формул. Фрагмент таблицы с формулами 
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Интенсивностью волны называется энергия, переносимая волной через 

площадку единичной площади, расположенную перпендикулярно лучу, за еди-

ницу времени. Получается: S(интенсивность) >  S(энергия) + S(площадь) +  

+ S(время) + S(волна) + S(луч) + 10. Интегральная светимость – суммарная 

энергия, излучаемая единицей площади поверхности тела по всем частотам и 

направлениям за единицу времени. Поэтому: S(интегральная светимость) >  

> S(энергия) + S(площадь) + S(время) + S(волна) + S(частота) + 9. Дифференци-

альная светимость – отношение энергии в узком интервале частот, излучаемой 

единицей площади поверхности тела за единицу времени, к ширине этого ин-

тервала. Получаем: S(дифф. светимость) >  S(энергия) + S(площадь) + S(время) +  

+ S(частота) + S(волна) + 13 (нижняя граница).  

Возможен иной подход. Как следует из общей теории систем, любая 

формула – это система, состоящая из взаимосвязанных элементов: букв, обо-

значающих физические величины, и математических символов. Семантическая 

сложность SC  формулы определяется [61]: 1) количеством величин и связей 

между ними, то есть числом букв и математических символов; 2) сложностью 

составляющих ее математических операций и физических величин. Для опре-

деления семантической сложности формулы используется следующий метод:  

1) создают файл Formula.txt, в котором формулы закодированы вербально, то 

есть представлены в виде предложений: 2/2CUW =  – «энергия конденсатора 

равна емкость умножить на напряжение квадрат делить на число»; 2) оценива-

ют сложность терминов, входящих в формулы, и записывают результаты в 

файл Slovar.txt; 3) с помощью специальной компьютерной программы, напи-

санной в ABCPascal, обращающейся к файлу Slovar.txt, анализируют файл 

Formula.txt и определяют суммарную сложность всех терминов, составляющих 

описание формулы. При этом учитывают, что при каждом повторном использо-

вании некоторого символа его сложность уменьшается на 30 %. Если понятие 

со сложностью 1SC  встречается 4 раза, то суммарная сложность его использо-

вания равна ++ 7,01(1SC  ≈+ )7,07,0 32 .53,2 1SC  
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Для определения семантической сложности формулы, выражающей 

функциональную зависимость (например, constEE пк =+ ), формулу заменяют 

фактуальным положением («если в системе действуют только консервативные 

силы, то сумма кинетической энергии и потенциальной энергии равна констан-

те») и определяют сумму семантических сложностей всех составляющих его 

терминов [72]. При оценке семантической сложности определения некоторой 

физической величины X сложность термина, обозначающего величину X, счи-

тается равной 1. Например, в предложении «емкость конденсатора – это отно-

шение заряда конденсатора к напряжению на пластинах» семантическая слож-

ность слова «емкость» принимается равной 1. Это логично, так как данное 

предложение содержит повтор: до и после тире речь идет о емкости конденса-

тора. Иной подход (когда мы считаем, что S(емкость)≈15) приведет к тому, что 

семантическая сложность определения (а значит, и формулы UqС /= ) будет 

завышена почти в 2 раза. При определении количества слов в предложении (то 

есть объема информации V ), соответствующем формуле, счету подлежат все 

слова, включая определяемый термин. 

Из аналогичных соображений сложность любого коэффициента пропор-

циональности (G, k, ρ  и др.) считается равной пяти. Рассмотрим формулу 
2

21 / rmGmF = . Если выразить гравитационную постоянную ( 21
2 / mmFrG = ) и 

определить ее сложность путем подсчета суммарной сложности терминов F, r, 

,1m  ,2m  то сложность формулы 2
21 / rmGmF =  окажется завышенной в 1,5–2 

раза. Сложность чисел 2, π  и т. д. принимается равной двум [61]. 

Оценив сложность понятий, с помощью компьютерной программы, учи-

тывающей число понятий в определениях, можно определить ДС физических 

формул (выражающих определение величины или функциональную зависи-

мость) рассмотренным выше методом. Результаты для 7–9 классов представле-

ны в формате: «формула (определение (о), закон или зависимость (з), семанти-

ческая сложность SC, структурная сложность ,strS  дидактическая сложность 

DC, КСИ)». Получилось так:  
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7 класс: 1) ts /=υ  (о; 9; 1,2; 10; 1,5); 2) Vm /=ρ  (о; 10; 1,4; 14; 1,4);  

3) lkFупр ∆−=  (з; 27; 1,7; 45; 3,9); 4) mgFтяж =  (з; 29; 1,3; 38; 4,1);  

5) 21 FFR


+=  (о; 23; 1,6; 37; 2,9); 6) SFp /=  (о; 15; 1,6; 24; 2,1); 7) hgp ρ=   

(з; 33; 1,8; 59; 3,7); 8) пчтарх VgF ρ=  (з; 38; 1,9; 70; 3,5); 9) SFA =  (о; 14; 1,4; 

19; 2,3); 10) tAN /=  (о; 22; 1,4; 32; 3,7); 11) 2121 // llFF =  (з; 26; 1,3; 33; 2,9);  

12) lFM =  (о; 14; 1,2; 16; 2,3); 13) зп AA /=η  (о; 29; 1,5; 42; 4,1); 14) hgmEп =  

(о; 26; 1,90; 49; 2,4); 15) 2/2υmEк =  (о; 22; 1,9; 41; 2). 

8 класс: 1) )( 12 ttcmQ −=  (з; 35; 2,1; 73; 3,2); 2) qmQ =  (з; 24; 2,0; 48; 

2,4); 3) пк EEE +=  (о.; 35; 2,0; 71; 3,9); 4) mQ λ=  (з; 25; 1,95; 49; 2,3);  

5) 0/ ρρϕ =  (о; 37; 1,8; 68; 3,4); 6) LmQ =  (з; 26; 2,1; 55; 2,6);  

7) 1211 // QQQQAп −==η  (о; 36; 1,7; 60; 4,5); 8) constqqq n =+++ ...21  (з; 30; 

1,6; 48; 3,3); 9) tqI /=  (о; 26; 1,4; 35; 3,3); 10) qAU /=  (о; 37; 1,6; 59; 5,3);  

11) RUI /=  (з; 60; 1,7; 101; 8,6); 12) SlR /ρ=  (з; 53; 2,1; 110; 5,3); 13) после-

довательное соединение 21 RRR += , 21 UUU +=  (з; 85; 2,5; 208; 7,7); 14) парал-

лельное соединение ,/1/1/1 21 RRR +=  21 III +=  (з; 96; 2,1; 198; 4,6);  

15) UItA =  (з; 62; 1,5; 91; 6,9); 16) UIP =  (з; 61; 1,4; 85; 8,7); 17) RTIQ 2=   

(з; 56; 1,8; 100; 5,1); 18) UqC /=  (о; 39; 1,6; 63; 6,5); 19) 2/2CUW =  (о; 71; 1,8; 

130; 7,9); 20) βα =  (з; 15; 1,2; 18; 2,1); 21) n=βα sin/sin  (з; 40; 1,7; 68; 3,3);  

22) FD /1=  (з; 13; 1,6; 20; 1,9).  

9 класс: 1) ts /
=υ , ts xx υ=  (o; 26; 1,5; 39; 3,3); 2) ta /)( 0υυ 

−=  (o; 28; 

1,7; 47; 2,6); 3) 2/2
0 tats xxx +=υ  (з; 50; 2,0; 99; 3,3); 4) mFa /


=  (з; 34; 1,3; 45; 

4,3); 5) 21 FF


−=  (з, 22; 1,1; 24; 3,7); 6) xxxx as 2/)( 2
0

2 υυ −=  (з; 56; 2,1; 119; 3,5);  

7) 2
21 / rmGmF =  (з; 59; 2,1; 127; 4,9); 8) Ra /2υ=  (з; 33; 2,0; 65; 3,7); 9) первая 

космическая скорость )/(1 hRGM зз +=υ  (з, 58; 2,1; 122; 3,2); 10) υ mp =   

(o; 21; 1,5; 31; 2,6); 11) в замкнутых системах 22112211 '' υυυυ  mmmm +=+  (з; 57; 
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2,1; 121; 2,7); 12) в консервативных системах 2/2/ 2
22

2
11 υυ mmghmmgh +=+  

(з; 75; 2,2; 166; 2,8); 13) ν/1=T  (з; 21; 1,4; 29; 3,5); 14) Tυλ =  (з; 35; 1,4; 48; 

5,0); 15) T/λυ =  (з; 35; 1,4; 49; 5,0); 16) lIFB /=  (з; 65; 1,7; 107; 5,4); 

17) 2/2LiE =  (з; 64; 1,7; 111; 5,8); 18) 2121 // NNUU =  (з; 54; 1,9; 105; 4,5);

19) LCT π2=  (з; 68; 2,1; 142; 5,2); 20) νhE =  (з; 41; 1,6; 66; 5,1); 

21) 2121 /sin/sin υυβα == n  (з; 59; 1,9; 111; 3,1); 22) υ/cn =  (з; 34; 1,6; 55; 2,8); 

23) 21 EEh −=ν  (з; 56; 1,7; 93; 5,1); 24) 2mсE ∆=∆  (з; 41; 1,8; 73; 4,1);

25) яnp MNmZmm −+=∆  (з; 124; 1,8; 226; 6,5); 26) поглощенная доза излуче-

ния mED /=  (з; 35; 1,7; 58; 3,9); 27) эквивалентная доза KDH =  (з; 31; 2,1; 64; 

3,4); 28) закон Хаббла RH=υ  (з; 25; 1,9; 47; 3,1). Здесь КСИ – коэффициент 

свернутости информации, то есть отношение количества семантической ин-

формации к числу слов в описании формулы (объему соответствующего пред-

ложения). 

Обсуждая решение задач в 10–11 классах, учтем, что школьник на уроках 

овладевает различными методами, каждый из которых представляет собой со-

вокупность приемов, соответствующих той или иной теме. В ФЗ, относящихся 

к одной теме, используются примерно одни и те же физические модели, поня-

тия, теоретические идеи и формулы. Задачи по темам «Равноускоренное дви-

жение», «Поверхностное натяжение», «Теория атома водорода» и т. д. решают-

ся разными способами, предполагающими применение различных физических 

идей, моделей, законов и формул. Сложностью метода ijСM  будем называть 

среднюю сложность формул, входящих в j-ю тему i-го раздела курса физики и 

составляющих сущность данного метода. 

Ниже представлены результаты оценки сложности методов решения ФЗ и 

семантической сложности SC  формул, изучаемых в 10–11 классах. При этом 

указан их объем V  и коэффициент свернутости информации КСИ . Использу-
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ется следующий формат: «формула (определение (о), закон или зависимость (з); 

SC ; V ; КСИ )»: 

Раздел 1. МЕХАНИКА 

1. Равномерное движение (число формул =11F 4, сложность метода

≈11СM 39): 1) скорость dtrd /
=υ  (о; 22; 11; 2,0); 2) при равномерном движении 

trr υ += 0  (з; 36; 13; 2,8); 3) при равномерном движении txx x00 υ+=  (з; 32; 12; 

2,7); 4) «вектор скорости точки относительно земли равен сумме вектора скоро-

сти точки относительно системы отсчета и вектора скорости системы отсчета 

относительно земли»: 21 υυυ 
+=  (з; 65; 21; 3,1). 2. Равноускоренное движение 

( =12F 4, ≈12СM  49): 5) ускорение ta ∆∆= /υ  (o; 24; 11; 2,2); 6) при равноуско-

ренном движении ta
+=υυ  (з; 50; 15; 3,3); 7) при равноускоренном движении 

скорость taxxx += 0υυ  (з; 54; 15; 3,6); 8) при равноускоренном движении 

2/2
00 tatxx xx ++= υ  (з; 66; 22; 3,0). 3. Движение по окружности ( =13F 5, 

≈13СM 23): 9) при равномерном движении по окружности Ra /2υ=  (з; 37; 12; 

3,1); 10) угловая скорость t∆∆= /ϕω  (o; 13; 9; 1,4); 11) угловая скорость 

T/2πω =  (з; 20; 9; 2,2); 12) угловая скорость νπω 2=  (з; 20; 9; 2,2); 13) ско-

рость Rωυ =  (з; 23; 10; 2,3). 4. Законы Ньютона. Силы в механике ( =14F 9, 

≈14СM 35): 14) равнодействующая сила nFFFF


+++= ...21  (o; 31; 11; 2,8); 

15) nFFFam
 +++= ...21  (з; 45; 14; 3,2); 16) для двух взаимодействующих тел 

21 FF


−= (з; 25; 9; 2,8); 17) сила гравитационного взаимодействия 

2
21 / rmGmF =  (з; 58; 16; 3,6); 18) сила тяжести gmF 

=  (з; 26; 9; 2,9); 19) сила 

упругости xkF xупр −=,  (з; 27; 8; 3,4); 20) сила трения NFтр µ=  (з; 25; 10; 2,5); 

21) сила сопротивления υ1kFc =  (з; 40; 10; 4,0); 22) при больших скоростях си-

ла сопротивления 2
2υkFc =  (з; 42, 11, 3,8). 5. Импульс и его изменение 

( =15F 3, ≈15СM 35): 23) импульс тела υ mp =  (o; 21; 8; 2,6); 24) изменение им-
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пульса тела tFp ∆=∆


 (з; 37; 10; 3,7); 25) для замкнутой системы 

constmmm =+++ ...332211 υυυ   (з; 47; 14; 3,4). 6. Работа, энергия, мощность  

( =16F 8, ≈16СM 44): 26) работа силы αcosFSA =  (о; 32; 13; 2,5); 27) мощность 

двигателя tAN ∆∆= /  (о; 21; 7; 3,0); 28) кинетическая энергия тела 2/2υmEк =  

(o; 22; 10; 2,2); 29) работа всех сил кEA ∆=  (з; 41; 8; 5,1); 30) работа силы тяже-

сти 21 ghmghmEA п −=∆−=  (з; 77; 26; 3,0); 31) потенциальная энергия подня-

того тела ghmEп =  (з; 37; 11; 3,4); 32) потенциальная энергия деформирован-

ной пружины 2/2lkEп ∆=  (з; 39; 10; 3,9); 33) если в системе действуют только 

консервативные силы, то constEEE пк =+=  (з; 79; 15; 5,3). 7. Равновесие тел  

( =17F  3, ≈17СM 29): 34) центр масс в равновесии, если 0...321 =+++ FFF


  

(з; 12; 6; 2,0); 35) момент силы FdM ±=  (о; 38; 12; 3,2); 36) тело в равновесии, 

если 0...321 =+++ MMM  (з; 36; 12; 3,0). 8. Механические колебания ( =18F 6, 

≈18СM 54): 37) для пружинного маятника xmkx )/('' −=  (з; 105; 14; 7,5); 38) при 

гармонических колебаниях )cos( txx m ω=  (з; 35; 12; 2,9); 39) собственная часто-

та колебаний mk /0 =ω  (з; 38; 11; 3,5); 40) период колебаний пружинного маят-

ника kmT /2π=  (з; 44; 14; 3,1); 41) период колебаний нитяного маятника 

glT /2π=  (з; 39; 16; 2,4); 42) энергия колебаний пружинного маятника 

2/2/ 22
mm mxkW υ==  (з; 64; 20; 3,2). 9. Механические волны ( =19F 4,  

≈19СM 50): 43) длина волны νυυλ /== T  (з; 48; 12; 4,0); 44) уравнение волны 

))/(sin( υω xtss m −=  (з; 45; 16; 2,8); 45) интенсивность волны tSWI ∆∆= /   

(о; 30; 10; 3,0); 46) интенсивность волны cwI =  (з; 75; 8; 9,4).  

Раздел 2. МОЛЕКУЛЯРНАЯ ФИЗИКА И ТЕРМОДИНАМИКА 

1. Количество вещества, число атомов (число формул =21F 3, слож-

ность метода ≈21СM 44): 1) относительная молекулярная (атомная) масса 
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)12//( 00 Cr mmM =  (о; 52; 12; 4,3); 2) количество вещества ANN /=ν  (о; 29; 8; 

3,6); 3) молярная масса ANmM 0=  (о; 50; 9; 5,6); 2. Основное уравнение МКТ, 

энергия молекул ( =22F 6, ≈22СM 56): 4) давление идеального газа 

><= 2
0)3/1( υnmp  (з; 62; 14; 4,4); 5) средняя кинетическая энергия 

2/2
0 ><= υmE  (о; 51; 15; 3,4); 6) давление Enp )3/2(=  (з; 63; 11; 5,7);  

7) средняя кинетическая энергия 2/3kTE =  (з; 56; 13; 4,3); 8) давление 

Tknp =  (з; 43; 10; 4,3); 9) средняя квадратическая скорость 0.. /3 mkTквср =υ  

(з; 63; 16; 3,9); 3. Уравнение состояния газа. Изопроцессы ( =23F 4, ≈23СM 40): 

10) для идеального газа RTMmpV )/(=  (з; 73; 15; 4,9); 11) для изотермическо-

го процесса constpV =  (з; 23; 8; 2,88); 12) для изобарного процесса 

constTV =/  (з; 32; 9; 3,6); 13) для изохорного процесса constTV =/  (з; 32; 9; 

3,6); 4. Влажность воздуха ( =24F 2, ≈24СM 34): 14) относительная влажность 

../ пнpp=ϕ  (о; 37; 13; 2,9); 15) относительная влажность ../ пнρρϕ =  (о; 30; 12; 

2,5); 5. Поверхностное натяжение ( =25F 2, ≈25СM 31): 16) сила поверхностно-

го натяжения lFпн σ=  (з; 28; 12; 2,3); 17) энергия поверхностного натяжения 

SW σ=  (з; 33; 9; 3,7); 6. Работа, внутренняя энергия. Первое начало термо-

динамики  

( =26F 3, ≈26СM 58): 18) внутренняя энергия RTMmU )2/3(=  (з; 88; 16; 5,5);  

19) работа газа VpA ∆=  (з; 34; 7; 4,9); 20) изменение внутренней энергии 

QAU +=∆  (з; 52; 9; 5,8); 7. Количество теплоты. Теплообмен, плавление  

( =27F 4, ≈27СM 30): 21) количество теплоты при нагревании TcmQ ∆=   

(з; 34; 11; 3,1); 22) количество теплоты при парообразовании LmQ =  (з; 32; 8; 

4,0); 23) количество теплоты при плавлении mQ λ=  (з; 29; 8; 3,6); 24) количе-

ство теплоты при теплообмене 0...21 =+++ NQQQ  (з; 26; 10; 2,6); 8. Тепловой 

двигатель, КПД ( =28F 2, ≈28СM 37): 25) КПД теплового двигателя QA /=η  (о; 
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33; 8; 4,1); 26) КПД идеального теплового двигателя НХН TTT /)( −=η  (з; 42; 12; 

3,5). 

Раздел 3. ЭЛЕКТРОДИНАМИКА 

1. Электростатика, напряженность, потенциал ( =31F 9, ≈31СM 42):

1) в электрически изолированной системе constqqq =++ 321  (з; 28; 9; 3,1);

2) сила Кулона 2
21 / rqkqF =  (з; 39; 11; 3,6); 3) напряженность электрического 

поля qFE /


=  (о; 20; 10; 2,0); 4) при наложении нескольких электрических по-

лей 321 EEEE


++=  (з; 61; 13; 4,7); 5) напряженность электрического поля то-

чечного заряда 2/ rkqE =  (з; 55; 10; 5,5); 6) потенциальная энергия взаимодей-

ствия заряда и электрического поля qEdW =  (з; 63; 8; 7,9); 7) потенциал элек-

трического поля qW /=ϕ  (о; 28; 8; 3,5); 8) напряжение между точками элек-

трического поля 21 ϕϕ −=U  (о; 31; 5; 6,2); 9) напряженность электрического по-

ля dUE /=  (з; 56; 7; 8,0); 2. Конденсатор, электроемкость ( =32F 5, ≈32СM 57): 

10) емкость конденсатора UqC /=  (о; 36; 6; 6,0); 11) емкость конденсатора

dSС /0εε=  (з; 61; 12; 5,1); 12) энергия конденсатора 2/2CUW =  (з; 78; 9; 8,7); 

13) при параллельном соединении конденсаторов 21 CCC +=  (з; 51; 8; 6,4);

14) при последовательном соединении конденсаторов 21 /1/1/1 CCC +=  (з; 60;

14; 4,3); 3. Цепи постоянного тока ( =33F 10, ≈33СM 62): 15) сила тока tqI /=  

(о; 18; 7; 2,6); 16) сила тока nSqI υ=  (з; 68; 13; 5,2); 17) сопротивление 

IUR /=  (о; 49; 7; 7,0); 18) сила тока RUI /=  (з; 76; 7; 11); 19) сопротивление 

SlR /ρ=  (з; 62; 10; 6,2); 20) при последовательном соединении резисторов 

21 RRR +=  (з; 76; 9; 8,4); 21) при параллельном соединении резисторов 

21 /1/1/1 RRR +=  (з; 89; 14; 6,4); 22) сила тока )/( rRЭДСI +=  (з; 93; 11; 8,5); 

23) удельное сопротивление )1(0 tαρρ +=  (з; 54; 15; 3,6); 24) масса выделяю-

щегося вещества tIkm =  (з; 39; 10; 3,9); 4. Работа и мощность электрическо-

го тока ( =34F 5, ≈34СM 54): 25) работа тока IUtA =  (з; 68; 9; 7,6); 26) количе-

130 



Майер Р. В. Сложность решения учебной задачи 

ство теплоты RtIQ 2=  (з; 62; 10; 6,2); 27) мощность tAP /=  (о; 30; 6; 5,0); 

28) мощность тока RIUIP 2==  (з; 72; 13; 5,5); 29) электродвижущая сила

qAЭДС /=  (о; 37; 8; 4,6); 5. Магнитное поле. Электромагнитная индукция 

( =35F 8, ≈35СM 66): 30) сила Ампера αυ sinBIFA =  (з; 59; 15; 3,9); 31) сила Ло-

ренца αυ sinBqFЛ =  (з; 58; 14; 4,1); 32) магнитный поток αcosBS=Φ  (о; 35; 

12; 2,9); 33) ЭДС индукции tЭДС ∆∆Φ−= /  (з; 77; 11; 7,0); 34) ЭДС индукции 

αυ sinlBЭДС =  (з; 81; 15; 5,4); 35) индуктивность соленоида IФL /=  (о; 44; 7; 

6,3); 36) ЭДС индукции tILЭДС ∆∆−= /  (з; 95; 12; 7,9); 37) энергия катушки 

индуктивности 2/2LIW =  (з; 79; 11; 7,2); 6. Электромагнитные колебания, 

переменный ток ( =36F 11, ≈36СM 75): 38) энергия колебательного контура 

2/2LIW = Cq 2/2+  (з; 102; 17; 6); 39) энергия колебательного контура 

== 2/2
mLIW Cqm 2/2 (з; 108; 19; 5,7); 40) для колебательного контура 

0)/1( =+′′ qLCq  (з; 140; 13; 11); 41) период колебаний в колебательном контуре 

LCT π2=  (з; 83; 13; 6,4); 42) мгновенное значение переменного тока 

tIi m ωsin=  (з; 56; 15; 3,7); 43) действующее значение переменного тока 

2/mII =  (з; 42; 10; 4,2); 44) действующее значение переменного напряжения 

2/mUU =  (з; 61; 8; 7,6); 45) полное сопротивление переменному току 

IUZ /=  (о; 54; 8; 6,8); 46) емкостное сопротивление конденсатора CXC ω/1=  

(з; 61; 10; 6,1); 47) индуктивное сопротивление конденсатора LX L ω=  (з; 65; 8; 

8,1); 48) коэффициент трансформации 12 /UUK =  (о; 50; 16; 3,1). 

Раздел 4. ОПТИКА 

1. Законы отражения и преломления ( =41F 3, ≈41СM 37): 1) при отра-

жении βα =  (з; 18; 8; 2,3); 2) при преломлении 12 /sin/sin nn=βα  (з; 62; 19; 

3,3); 3)  показатель преломления υ/cn =  (о; 30; 10; 3,0); 2. Линзы. Оптическая 

сила ( =42F 3, ≈42СM 25): 4) оптическая сила тонкой линзы FD /1=  (о; 19; 8; 
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2,4); 5) для тонкой линзы fdD /1/1 +=  (з; 32; 13; 2,5); 6) увеличение 

|/|/ dfhHГ ==  (о; 24; 16; 1,5); 3. Волновая оптика. Интерференция, ди-

фракция ( =43F 3, ≈43СM 72): 7) максимум интенсивности при интерференции 

наблюдается, если ,λkd =∆  Zk ∈  (з; 56; 11; 5,1); 8) максимум интенсивности 

при интерференции наблюдается, если ,)12( λ+=∆ kd  Zk ∈  (з; 64; 17; 3,8); 

9) максимум интенсивности при дифракции на решетке, если ,sin λϕ kd =  Zk ∈

(з; 97; 15; 6,5). 

Раздел 5. ФИЗИКА МИКРОМИРА 

1. Фотоэффект, корпускулярная природа света ( =51F 3, ≈51СM 57):

1) энергия фотона νhE =  (з; 49; 13; 3,8); 2) для фотоэффекта 2/2
mmAh υν +=  

(з; 76; 17; 4,5); 3) длина волны Бройля ph /=λ  (з; 46; 10; 4,6); 2. Теория атома 

водорода ( =52F 2, ≈52СM 78): 4) энергия фотона mn EEh −=n  (з; 74; 13; 5,7); 

5) энергия атома водорода )2/( 2242 nmekEn −=  (з; 83; 24; 3,5); 3. Ядерные ре-

акции ( =53F 5, ≈53СM 63): 6) для ядерной реакции ,21 constAA =+  

constZZ =+ 21  (з; 75; 16; 4,7); 7) число нераспавшихся атомов TtNN /
0 2−=  

(з; 49; 15; 3,3); 8) массовое число атома NZA +=  (з; 47; 9; 5,2); 9) энергия свя-

зи ядра += pсв ZmE ( 2)сMNm яn −  (з; 115; 24; 4,8); 10) удельная энергия связи

ядра NEE свуд /=  (о; 55; 10; 5,5); 4. Доза излучения, эквивалентная доза из-

лучения ( =54F 2, ≈54СM 37): 11) поглощенная доза излучения mED /=  (о; 46; 

11; 4,2); 12) эквивалентная доза поглощенного излучения kDH =  (о; 28; 12; 

2,3). 

Раздел 6. ЧАСТНАЯ ТЕОРИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ 

1. ЧТО: кинематика, релятивистские эффекты ( =61F 3, ≈61СM 57):

1) длина движущегося стержня 22
0 /1 cll υ−=  (з; 43; 17; 2,5); 2) промежуток 

времени между событиями 22
0 /1 cυττ −=  (з; 43; 16; 2,7); 3) скорость частицы 
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относительно неподвижной системы отсчета )/1/()( 2
2121 cυυυυυ ++=  (з; 85; 

30; 2,8); 2. ЧТО: релятивистские энергия и импульс ( =62F 4, ≈62СM 54):  

4) энергия покоя 2mcE =  (з; 34; 9; 3,8); 5) релятивистский импульс частицы 

=p  22 /1/ cm υυ −


 (з; 63; 19; 3,3); 6) релятивистская энергия частицы 

222 cmpcE +=  (з; 58; 15; 3,9); 7) релятивистская энергия частицы  

=E  222 /1/ cmc υ−  (з; 61; 19; 3,2). 

 

 
Рассмотрена проблема оценки сложности формул и методов, применяе-

мых при решении школьных физических задач. В результате анализа школьных 

учебников получен список формул по перечисленным разделам. Выделены 32 

метода решения задач: 9 по механике, 8 по молекулярной физике и термодина-

мике, 6 по электродинамике, 3 по оптике, 4 по физике микромира, 2 по частной 

теории относительности. Каждому методу соответствует своя тема, определен-

ный набор ключевых понятий, физических моделей, идей и принципов. Все 

формулы заменены словесными описаниями и проанализированы специальной 

компьютерной программой, обращающейся к словарю, содержащему список 

терминов с указанием их сложностей. Это позволило: 1) для каждой формулы 

определить семантическую сложность и коэффициент свернутости информа-

ции, характеризующий уровень абстрактности и трудность ее понимания уче-

ником; 2) оценить среднюю сложность методов решения задач по различным 

темам школьного курса физики. Полученные результаты могут быть использо-

ваны для оценки сложности решения различных физических задач, а также 

классификации формул и методов (тем), исходя из их сложности и степени 

свернутости информации.  
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12. Сложность формул
школьного курса физики 

Оглавление Заключение 

С одной стороны, решение задачи – это дидактический объект, который 

состоит из текста, формул и рисунков, представленных в учебнике или на 

экране. Методы оценки его сложности рассматривались выше. С другой сторо-

ны, решение задачи – это процесс, в ходе которого ученик действительно впер-

вые решает задачу, анализирует обсуждаемую ситуацию, выбирает соответ-

ствующие физическую модель, законы, формулы, создает математическую мо-

дель (систему уравнений), осуществляет математические преобразования и вы-

числения. При этом он не слышит объяснений учителя и не вспоминает извест-

ное ему решение. Возникает вопрос: как оценить сложность самостоятельного 

решения задачи с учетом того, что ученик вынужден сам выбрать «правиль-

ные» формулы, составляющие математическую модель анализируемого явле-

ния? Следует учесть, что в некоторых случаях (электростатика) неопределен-

ность выбора велика, а в других (влажность воздуха) – мала. 

1. Обсуждение проблемы. Решение физической задачи в общем случае

имеет три компонента: 1) построение физической модели, запись системы 

уравнений, выражающих физические законы применительно к обсуждаемой 

ситуации; 2) осуществление математических преобразований и рассуждений 

(проецирование векторов, применение теорем и т. д.), в ходе которых ученик 

абстрагируется от смыслового наполнения физических величин и относится к 

ним как к переменным; 3) получение числового результата. В связи с этим раз-

личают физическую, математическую и вычислительную сложности ФЗ.  

Физическая сложность самостоятельного решения задачи складывается 

из следующих составляющих: 1) семантическая сложность условия задачи, ис-

пользуемых понятий, исходных и конечных формул; 2) структурная сложность 
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текстового кода готового решения, зависящая от средних длин слов и предло-

жений; 3) сложность выбора исходных формул, выражающих связи между из-

вестными и искомыми физическими величинами. Решая задачу, ученик из 

большого количества вариантов (методов, формул) выбирает правильный путь, 

который приведет его к ответу. При этом ученик может вспомнить соответ-

ствующую тему и выписать формулы, содержащие искомую физическую вели-

чину. В его сознании должна сложиться головоломка: условие задачи, особен-

ности обсуждаемого явления, признаки объектов, теоретическая модель явле-

ния, физические законы, законы логики, математические рассуждения, резуль-

тат решения задачи, его интерпретация, – все это должно соединиться друг с 

другом как элементы пазла. 

При изучении физики учащиеся знакомятся с различными методами ре-

шения ФЗ. Методом будем называть совокупность приемов, используемых при 

решении задач по некоторой теме. Задачи, решаемые одним методом, похожи 

концептуально, в них используются примерно одни и те же физические модели, 

понятия, теоретические идеи и формулы. Существующие методы решения за-

дач по темам «Основы МКТ», «Цепи постоянного тока», «Линзы. Оптическая 

сила» и т. д. принципиально отличаются друг от друга: в каждом методе при-

меняются свои физические идеи, модели, законы и выражающие их формулы. 

Изучив тему «Статика», ученик овладевает методом решения задач на 

равновесие тел. Изучив тему «Постоянный ток», он осваивает метод расчета 

цепей постоянного тока. Метод – это способ решения задач, в которых анали-

зируются родственные явления. Любой метод включает в себя составляющие 

(подметоды), заключающиеся в применении конкретной формулы или какой-то 

последовательности интеллектуальных действий (например, правила Ленца). 

Так, метод решения задач по геометрической оптике состоит из подметодов, 

предполагающих использование: 1) закона отражения; 2) закона преломления; 

3) формулы тонкой линзы; 4) формулы для расчета увеличения hHГ /= ;  

5) способов построения хода лучей в линзах. 
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Если бы на каждый метод приходилось равное количество физических 

величин и формул, то сложность выбора пути решения ФЗ была бы одинаковой 

для каждой темы. Но это не так: метод kM  решения ФЗ по теме «Электроста-

тика» содержит много формул и величин, а метод nM  решения задач по теме 

«Законы отражения и преломления» – мало. Поэтому при использовании мето-

да kM  неопределенность (энтропия) выбора формулы выше, и решение ФЗ при 

прочих равных условиях сложнее. Ученик, проанализировав условие физиче-

ской задачи, выбирает метод ее решения (тему, к которой относится задача), а 

затем соответствующую формулу (то есть подметод). 

2. Распределение формул и методов в пространстве признаков. Как 

уже было показано, физические формулы могут быть охарактеризованы объе-

мом информации, семантической сложностью и коэффициентом свернутости 

информации. Рассмотрим распределение формул по механике в пространстве 

признаков «семантическая сложность SC  – объем V », для этого поставим точ-

ки на координатной плоскости « SC  – V » (рис. 13.1.1). Видно, что абсолютное 

большинство точек (43 из 46) располагаются рядом с возрастающей прямой, 

проходящей вблизи начала координат. Этот факт и довольно высокий коэффи-

циент корреляции (≈0,67) означают, что между SC  и V  существует стохасти-

ческая связь. Она объясняется тем, что чем больше слов в предложении, тем 

выше его семантическая сложность. Котангенс угла наклона α  примерно равен 

среднему значению КСИ  для этих 43 формул. Три точки, выпадающие из этой 

закономерности, соответствуют формулам, содержащим понятия с высоким 

КСИ : 1) если в системе действуют консервативные силы, то += кEE  

constEп =+  ( =КСИ 5,3); 2) для пружинного маятника xmkx )/('' −=  (7,5);  

3) интенсивность волны cwI =  ( =КСИ 9,4). Большой КСИ означает высокую 

плотность информации; перечисленные формулы труднее понять и объяснить, 

так как для этого придется использовать понятия с высокой абстрактностью. 
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Рис. 13.1. Облака точек, соответствующих формулам (1) и методам (2) 

 

Зная V  и SC  для формул, можно определить среднюю семантическую 

сложность срSC  и средний коэффициент свернутости информации срКСИ  для 

каждого метода (темы). На рис. 13.1.2 показано распределение методов реше-

ния задач по механике в пространстве признаков «средняя семантическая 

сложность – средний КСИ ». Высокая cpSC  означает, что в формулах данного 

метода заключен значительный объем информации, а высокий cpКСИ  свиде-

тельствует о большой трудности понимания формул. Чем дальше точки от 

начала координат (рис. 13.1.2), тем сложнее соответствующие им методы. Это 

позволяет разделить методы по сложности на две категории:  

A. Простые методы и темы: 1. Равномерное движение. 3. Движение по 

окружности. 4. Законы Ньютона. Силы в механике. 5. Импульс и его изменение. 

7. Равновесие тел. 

B. Сложные методы и темы: 2. Равноускоренное движение. 6. Работа, 

энергия, мощность. 8. Механические колебания. 9. Механические волны. 

Теперь сопоставим формулы по механике и электродинамике (это два 

больших раздела курса физики). Чтобы проанализировать распределение фор-

мул в пространстве признаков «объем V  – семантическая сложность SC », по-

ставим точки на координатной плоскости «V  – SC ». На рис. 13.2.1 показаны 
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два облака точек, соответствующих формулам по механике (точки) и электро-

динамике (квадраты). Видно, что в среднем формулы по электродинамике 

имеют более высокую семантическую сложность. Средний КСИ  для формул 

по механике равен 3,3, а по электродинамике – 5,2. 

Семантическая сложность SC  формул электродинамики изменяется от 18 

до 140, то есть в 7,8 раза. К самым простым относятся формулы 

constqqq =++ 321 , tqI /= , tAP /= . Самой сложной является формула 

0)/1( =+′′ qLCq . Между объемом и семантической сложностью формул суще-

ствует слабая стохастическая связь: коэффициент корреляции между V  и SC  

для формул по электродинамике составляет 0,44. Это объясняется тем, что чем 

больше слов в предложении, тем выше SC . 

 

 
Рис. 13.2. Формулы (1) и методы (2) по механике и электродинамике 

 

На рис. 13.2.2 представлено распределение методов решения задач по ме-

ханике (точки) и по электродинамике (квадраты) в пространстве признаков 

«средняя семантическая сложность – средний КСИ  формул». Большие значе-

ния средней семантической сложности срSC  означают, что формулы рассмат-

риваемых методов несут значительный объем информации. Высокий срКСИ  
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показывает значительную информационную насыщенность терминов, что за-

трудняет понимание формул учащимися. Методы решения задач по электроди-

намике объективно сложнее, о чем свидетельствует бо́льшая удаленность соот-

ветствующих точек от начала координат (рис. 13.2.2). 

На рис. 13.3.1 представлено распределение формул из школьного курса 

физики по механике (М), молекулярной физике и термодинамике (МФ + Т), 

электродинамике (Э) на плоскости V – SC. Видно, что: 1) с ростом объема V се-

мантическая сложность SC формул, относящихся к одному разделу, в среднем 

растет; 2) формулы по молекулярной физике и термодинамике (квадратики) в 

среднем занимают промежуточное положение между формулами по механике 

(точки) и формулами по электродинамике (кружки). 

 

 
Рис. 13.3. Распределение физических формул в пространстве признаков 

 

На рис. 13.3.2 приведено соответствующее распределение школьных 

формул по молекулярной физике и термодинамике (квадратики), оптике (круж-

ки), физике микромира (крестики) и ЧТО (ромбы). Если вычислить коэффици-

енты линейной регрессии для формул из этих разделов, то получается так: ме-

ханика – 3,17, молекулярная физика и термодинамика – 4,16, ЧТО – 2,45. Эти 

значения приблизительно равны тангенсу угла наклона α  между усредненной 

прямой, вокруг которой группируются точки, и горизонтальной осью V.  
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Трудность понимания и усвоения формул зависит от средней сложности 

понятий ср
ПSC  и средней сложности формул ср

ФSC , которые равны: 1) механика:

≈ср
ПSC 3,28, ≈ср

ФSC 40,1; 2) молекулярная физика и термодинамика: ≈ср
ПSC  3,97,

≈ср
ФSC 43,3; 3) электродинамика: ≈ср

ПSC 5,65, ≈ср
ФSC 60,4; 4) оптика:

≈ср
ПSC 3,44, ≈ср

ФSC 44,7; 5) физика микромира: ≈ср
ПSC 4,27, ≈ср

ФSC 61,9;

6) ЧТО: ≈ср
ПSC 3,10, ≈ср

ФSC 55,3. Самыми сложными разделами являются

электродинамика и физика микромира; в них используются формулы и понятия 

с высокими SC.  

4. Учет неопределенности выбора формул. Для решения ФЗ ученик со-

здает качественную модель явления, а затем выбирает формулу. Будем исхо-

дить из того, что школьник безошибочно определяет раздел физики (механика, 

молекулярная физика и термодинамика, электродинамика, оптика, физика мик-

ромира, частная теория относительности), к которому относится ФЗ. Ему необ-

ходимо выбрать метод (тему, к которой относится ФЗ) и формулу (подметод).  

В результате анализа учебных пособий [89–91; 79; 80] в курсе физики бы-

ли выделены 34 метода решения задач, соответствующие 6 разделам. Список 

методов представлен в табл. 13.1 и 13.2. При этом использовался принцип: 

каждому методу соответствует своя совокупность явлений, научных понятий, 

теоретических моделей и закономерностей; большинство формул должно войти 

либо в тот, либо в другой метод. 

Рассмотрим ученика, решающего одноформульную задачу (то есть зада-

чу, требующую применения одной физической формулы). На практике реали-

зуются всевозможные варианты, заключенные между двумя крайностями: 

1) ученик хорошо знает, как решается ФЗ, поэтому вспоминает решение;

2) ученику эта задача попалась впервые, и он действительно будет ее решать. В

первом случае сложность выбора формулы минимальна и равна 1min =СВ ; 

во втором – максимальна и зависит от: 1) неопределенности выбора метода или 
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темы, к которой относится ФЗ; 2) неопределенности выбора формулы из всей 

совокупности формул, относящихся к данному методу (теме). Если рассмотреть 

промежуточную ситуацию и вычислить среднее арифметическое от maxСВ  и 
minСВ , то получится .2/)1( maxСВСВ cp +=  То есть сложность исходной фор-

мулы следует увеличить в ср
jСВ ,1  раз.

Сложность выбора подходящего метода из 1-го раздела физики (механи-

ка) характеризуется величиной )ln( 11 MСВM = , где =1M  9 – количество мето-

дов в первом разделе физики – «Механика». Сложность правильного выбора 

формулы из j-метода равна ).ln( ,1,1 jj FСВФ =  Получается, что общая сложность 

выбора формулы для решения одноформульной задачи равна: 

).ln()ln( ,11,11
max
,1 jjj FMСВФСВМСВ +=+=  

В нашем случае 9 методов, поэтому 20,2)9ln(1 ≈=СВM ; метод 1 содер-

жит 4 формулы, а метод 6 – 8 формул. Следовательно, 39,1)4ln(1,1 ≈=СВФ  и 

.08,2)8ln(6,1 ≈=СВФ  Отсюда: 2,3 1)/2+1,39+(2,21,1 ≈≈срСВ  и ≈срСВ 6,1 (2,2 +

+ 2,08 + 1) / 2 ≈  2,6. Если для решения ФЗ требуется несколько исходных физи-

ческих формул, то семантическую сложность каждой формулы следует увели-

чить в ср
jiСВ ,  раз, а затем сложить. 

Обозначим через i номер раздела курса физики ( =i 1, 2…, 6), −j  номер 

метода, тогда −iM  число методов в i -м разделе, −jiF ,  число формул в j -м ме-

тоде i -го раздела, то есть в ( ji, )-методе. Ученик, определив раздел физики, к 

которому относится ФЗ, может путаться с выбором используемого метода (те-

мы) и формулы. Допустим, ему необходимо выбрать из M  методов, каждый из 

которых содержит по F  формул, в случае, когда методы и формулы использу-

ются с равными вероятностями. Энтропия (то есть мера неопределенности) вы-

бора из FMN ⋅=  равновероятных вариантов определяется по формуле Хартли: 
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);ln( FMH ⋅=  она характеризует сложность выбора: .HСВ =  Так как логарифм 

произведения равен сумме логарифмов, то: 

.)ln()ln( СВФСВМFMСВ +=+=  

Иначе говоря, сложность правильного выбора формулы для решения од-

ноформульной задачи складывается из сложности выбора метода (темы) 

)ln(MСВМ =  и сложности выбора формулы )ln(FСВФ =  из этого метода.  

В общем случае, сложность выбора подходящего метода из i-го раздела 

характеризуется величиной ).ln( ii MСВM =  Сложность правильного выбора 

формулы из ( ji, )-метода равна ).ln( ,, jiji FСВФ =  Общая сложность выбора ис-

ходной формулы для решения одноформульной задачи равна: 

.2/)1(,)ln()ln( max
,,

max
,,,, ji

cp
jijijiijiiji CBCBСВFMСВФСВМСВ +==+=+=  

Таблица 13.1. Сложность выбора формул при решении задач 
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Таблица 13.2. Сложность выбора формул (продолжение табл. 13.1) 

 
 
В табл. 13.1 и 13.2 перечислены методы решения ФЗ с указанием числа 

соответствующих подметодов (формул) ., jiF  Небольшое расхождение с данны-

ми из главы 12 объясняется тем, что некоторые формулы объединены в одну 

(например, trr υ
+= 0  и txx x00 υ+= ). Вычислим сложность выбора метода 

iСВM  для каждого раздела физики. Получается так: 1) механика: =1M 9, 

≈= )9ln(1СВM 2,20; всего 40 формул, ≈)40ln( 3,69; 2) молекулярная физика и 

термодинамика: =2M  8, ≈2СВM 2,08; всего 26 формул, ≈)26ln( 3,26; 3) элек-

тродинамика =3M  7, ≈3СВM 1,95; всего 47 формул, ≈)47ln( 3,85; 4) оптика 

,34 =M  ≈4СВM  1,10; всего 9 формул, ≈)9ln( 2,20; 5) физика микромира 
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=5M  5, ≈5СВM 1,61; всего 13 формул, ≈)13ln( 2,56; 6) ЧТО: =6M  2, 

≈6СВM 0,69; всего 7 формул, ≈)7ln( 1,95. 

Средние значения 2/)1( max
,, ji

cp
ji СВСВ += , учитываемые при расчете ди-

дактической сложности задач, лежат в интервале 1,40–2,64. При расчете слож-

ности физической составляющей ДС задачи необходимо семантическую слож-

ность исходных формул, выбираемых учеником, умножить на соответствую-

щие значения .,
cp

jiСВ  На первый взгляд кажется, что увеличение сложности са-

мостоятельного решения ФЗ в 1,5–2,6 раза за счет учета неопределенности вы-

бора исходных формул является слишком большим, но это не так. Самостоя-

тельно решить задачу гораздо сложнее, чем понять готовое решение, представ-

ленное в учебнике или проанализированное учителем на уроке.  

Пример 1. Во втором разделе курса физики (молекулярная физика и тер-

модинамика) применяется 8 методов ( =2M 8); сложность выбора подходящего 

метода равна )ln( 22 MСВM = ≈= )8ln( 2,08. Сложность правильного выбора 

формулы из j-го метода составляет ).ln( 22 jj FСВФ =  Суммируя эти величины, 

получаем максимальную сложность выбора формулы для решения однофор-

мульной ФЗ по этой теме: 

).ln()ln( 2222
max
2 jjj FMСВФСВМСВ +=+=  

При расчете физической сложности задачи сложность используемой 

формулы fSС  следует увеличить в =срСВ 2/)1( max
jiСВ+  раз. Например, во вто-

ром методе 6 формул, поэтому ≈= )6ln(22СВФ 1,79. Поэтому ≈max
22СВ  2,08 +

+ 1,79 = 3,87, ≈cpСВ22 2,4. При оценке физической сложности двух- или трехфо-

рмульной ФЗ необходимо семантическую сложность fSС  каждой формулы 

увеличить в ср
jiСВ  раз, а затем все сложить. Вычисленные значения cp

jiСВ  и 

jiСМ  приведены в табл. 13.1. 

144 



Майер Р. В. Сложность решения учебной задачи 
 

 Пример 2. Рассмотрим пример оценки физической сложности следующей 

задачи из ЕГЭ [26]: К источнику ЭДС подключен реостат. Какова ЭДС, если 

при силе тока в цепи =1I 1 А выделяемая на реостате мощность =1N 4 Вт, а 

при силе тока =2I 5 А выделяемая на реостате мощность =2N 10 Вт? Клю-

чевые понятия: ЭДС, мощность, сила тока, сопротивление, реостат. Применя-

ются формулы: ),/( rRЭДСI +=  .2RIN =  После преобразований получается 

окончательная формула: 

.//
12

2211
1

1

1
II

ININI
I
NЭДС

−
−

+=  

Семантическая сложность условия задачи, ключевых слов, исходных и конеч-

ных формул (то есть физическая сложность) составляет =semS  272. Сложность 

выбора срСВ  для первой формулы (тема «Цепи постоянного тока») 2,62, а для 

второй (тема «Работа и мощность электрического тока») 2,17 (см. табл. 13.1 и 

13.2). Их семантические сложности 64 и 52, входящие в semS , нужно увеличить 

в 2,62 и 2,17 раза, то есть к 272 прибавить 62,164 ⋅  и .17,152 ⋅  С учетом этого 

физическая сложность решения задачи увеличивается на 104 + 61 и составляет 

437. Средние длина слова =СЛD 6,33 и длина предложения =ПРD 11,17, поэто-

му структурная сложность =strS 1,66. Физическая составляющая дидактической 

сложности самостоятельного решения задачи равна =⋅= 43766,1ФС 725. Для 

оценки математической сложности ФЗ следует создать файл, в котором матема-

тические рассуждения закодированы в виде отдельных предложений, и с по-

мощью компьютерной программы определить количество семантической ин-

формации в нем [72]. 

 
Итак, сложность формул и методов, применяемых при решении школь-

ных задач по физике, зависит от семантической сложности используемых поня-

тий и сложности правильного выбора формул. Сложность выбора формулы за-
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висит от сложности выбора метода (темы) и количества формул в данном мето-

де. Для каждого раздела физики вычислена неопределенность (энтропия) выбо-

ра метода решения, равная логарифму от количества методов. Для каждого ме-

тода найдена неопределенность выбора формулы, равная логарифму от числа 

формул в методе. Если сложить эти неопределенности, то получим энтропию 

выбора формулы при самостоятельном решении задачи учеником. Кроме того, 

изучено распределение формул из различных разделов физики в пространстве 

их признаков «объем – семантическая сложность». Учитывая количество фор-

мул в каждом методе, удалось оценить неопределенность их выбора при само-

стоятельном решении одноформульной задачи. Обсужден вопрос об учете не-

определенности выбора формул при решении двух- и трехформульных задач. 
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13. Сложность выбора формул
при решении физических задач 

Оглавление Приложение 

Монография посвящена проблеме оценивания сложности выполнения 

теоретических заданий по физике и математике. Предлагаемый в ней подход 

предусматривает применение формально-лингвистических и информационных 

методов анализа условия и решения задачи. В результате исследования: 

1. Определены понятия: дидактическая сложность задачи, семантическая

и структурная сложности, физическая, математическая и вычислительная 

сложности задачи. Показано, что сложность задачи зависит от: 1) числа элемен-

тарных операций; 2) средней сложности операций; 3) сложности наиболее 

сложной операции. Рассмотрен метод оценки сложности задачи путем автома-

тического подсчета терминов в ее решении и учета их семантической сложно-

сти. Проанализирована связь сложности понятия с его трудностью. 

2. Создана компьютерная модель решения задачи одним или несколькими

учениками. Проанализированы результаты моделирования следующих ситуа-

ций: 1) ученик совершает ограниченное число попыток; 2) ограничено время 

решения; 3) решение задачи группой неодинаковых учеников, работающих 

независимо; 4) решение задачи группой учеников при условии, что первый ре-

шивший ученик через небольшое время демонстрирует свое решение на доске и 

тем самым помогает остальным обучаемым. 

3. Анализ формул из школьного учебника физики позволил подсчитать

число типов физических задач, которые в принципе могут быть решены или 

поняты учеником. Были выделены одноформульные, двухформульные и трех-

формульные физические задачи, а также комплексные задачи, предусматрива-

ющие использование как минимум двух физических формул, относящихся к 

разным методам (разделам физики). Установлено, что к концу 11 класса ученик 
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способен решить или понять решение около 200 одноформульных задач, 275 

двухформульных задач и 145 трехформульных и комплексных задач. 

4. Рассмотрено применение сложностно-синергетического подхода к

учебному процессу. Введено понятие «частотная сложность термина», изучена 

зависимость числа усвоенных понятий от их сложности. При этом используется 

метафора «мозг – канал связи» и учитывается зависимость пропускной способ-

ности «мозгового декодера» от сложности понятия. Получена зависимость ко-

личества n усвоенных учеником понятий от сложности S; ее график сначала 

возрастает, достигает максимума, а затем убывает. Площадь под этим графиком 

равна общему числу слов, используемых учеником. По мере обучения макси-

мум зависимости n(S) сдвигается в сторону увеличения сложности.  

5. Разработан метод оценки сложности логических рассуждений, завися-

щей от количества и сложности логических связей. Для этого определяют ко-

личество математических высказываний (или других элементарных суждений) 

в проводимых умозаключениях и учитывают суммарную семантическую слож-

ность терминов, обозначающих входящие в формулы величины. Выявляют все 

явно используемые элементарные факты и логические правила, дописывают все 

неявно используемые утверждения, создают текстовый файл Тext.txt, включа-

ющий в себя словесную составляющую решения задачи, а также файл Slovar.txt, 

содержащий все научные термины с указанием их сложностей. С помощью 

компьютерной программы анализируют файл Тext.txt, определяют общую се-

мантическую сложность решения и вычисляют долю логических рассуждений 

и эвристическую сложность текста.  

6. Предложен метод оценки дидактической сложности математических

задач, выявлены основные методы их решения. Среди них: методы арифмети-

ческих вычислений, алгебраических преобразований, геометрических рассуж-

дений и операций с векторами, применения формул комбинаторики, использо-

вания тригонометрических формул, использования логарифмов и экспоненци-

альных функций, дифференцирования и интегрирования, операторный метод. 
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Показано, что: 1) каждая математическая задача может быть охарактеризована 

одномерной матрицей, компоненты kS  которой пропорциональны сложности 

применения k-го метода для ее решения; 2) сложность применения метода Mk 

при решении данной задачи может быть определена путем подсчета количества 

терминов-маркеров и учета их сложностей с помощью специальной компью-

терной программы. Полученные результаты оценки сложности решений мате-

матических задач доказывают эффективность применяемого подхода. 

7. Предложен метод оценки сложности доказательства теоремы, заклю-

чающийся в «измерении» количества семантической информации в ее форму-

лировке, рисунке, проводимых рассуждениях и умножении полученной вели-

чины на показатель разнообразия используемых терминов. Для этого формули-

ровку теоремы, рисунок и собственно доказательство анализируют с помощью 

специальной компьютерной программы. Проведена оценка 12 часто используе-

мых теорем, это позволило их упорядочить по сложности. Для каждой теоремы 

были определены объем доказательства, общее количество семантической ин-

формации в нем, показатель разнообразия терминов, число логических рассуж-

дений, коэффициент свернутости информации, дидактическая сложность. 

8. Разработан метод оценки физической, математической и вычислитель-

ной сложностей задач по физике. Для определения физической сложности со-

здают файл, содержащий условие задачи, пять ключевых терминов, применяе-

мые формулы (в словесном коде), конечную формулу, и анализируют его с по-

мощью специальной программы, определяя общую семантическую сложность и 

коэффициент свернутости информации. Математическая сложность оценивает-

ся путем суммирования сложностей математических понятий и операций. Для 

определения вычислительной сложности учитывают число нажатий на кнопки 

калькулятора и сложность понятий, обозначающих математические функции.  

9. Рассмотрены различные подходы к изучению системы формульных

знаний школьного курса физики, заключающиеся в выявлении семантических 

связей между ключевыми понятиями, входящими в школьные формулы, осу-
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ществлении их кластеризации, получении графов, визуализирующих менталь-

ное пространство «идеального ученика». В результате контент-анализа учебни-

ков физики выписаны все основные формулы. С помощью онлайн-ресурсов 

Интернета и специально созданных компьютерных программ выявлены ключе-

вые понятия и величины, определены косинусные меры близости, характери-

зующие их степень смысловой связанности, рассчитана матрица семантических 

расстояний, осуществлена кластеризация и построена семантическая сеть поня-

тий, визуализирующая связи между ними. 

10. Произведена оценка сложности основных формул школьного курса

физики. В результате контент-анализа стандартных школьных учебников выпи-

саны все 147 формул, выделены 33 метода решения задач. С целью определе-

ния семантической сложности, формулы представлены в виде предложений, 

которые сохранены в текстовом файле и были проанализированы с помощью 

компьютерной программы. Это позволило определить сложность формул (или 

соответствующих им теоретических утверждений), их объем и коэффициент 

свернутости информации, а также сложности методов. Изучено распределение 

формул в пространстве признаков «семантическая сложность – коэффициент 

свернутости информации». 

11. Показано, что физическая сложность самостоятельного решения зада-

чи учащимся зависит: 1) от сложности формул; 2) степени неопределенности их 

выбора. Последнее складывается из неопределенностей выбора метода (темы) и 

подходящей формулы в данном методе. Для каждого раздела физики вычислена 

неопределенность выбора метода решения, а для каждого метода найдена не-

определенность выбора формулы; их сумма дает энтропию выбора формулы. 

Определена средняя сложность каждого метода решения физических задач. По-

казано, как учесть неопределенность выбора формул при самостоятельном ре-

шении одно-, двух- и трехформульных задач. 

Говоря о сложности задачи, необходимо учитывать, что нас в первую 

очередь интересует возможность ее решения конкретным учащимся. Трудность 
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задачи (то есть ее субъективная сложность) зависит не только от перечислен-

ных выше характеристик, но и от уровня подготовки ученика. Задача, кажущая-

ся сложной для одного ученика, может быть относительно простой для другого. 

Разработка эффективных методов оценки сложности теоретических задач 

является крайне важной проблемой дидактики. Комплексный подход, учиты-

вающий объективные характеристики задачи, а также интеллектуальные осо-

бенности обучающихся и различные психологические факторы, позволит со-

здать адаптивные системы обучения, максимально способствующие усвоению 

материала и развитию когнитивных навыков. Они смогут автоматически под-

страивать сложность задач под индивидуальные потребности и возможности 

конкретных школьников. Это, в свою очередь, приведет к росту мотивации, ин-

тереса к предмету и повышению результативности обучения. 

Другое перспективное направление заключается в создании автоматизи-

рованной системы оценки сложности учебных задач, использовании методов 

машинного обучения. Для этого могут быть использованы различные нейросе-

ти, которые уже сейчас могут легко решить любую школьную задачу по физике 

и математике. «Обучив» их на большом объеме данных, содержащих информа-

цию о задачах, их характеристиках и результатах решения, мы получим систе-

му, правильно оценивающую различные виды сложности физических и матема-

тических задач.  
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Заключение Оглавление Список литературы 

Приложение к главе 2 

Программа ПР-1. Моделирование решения задачи учеником. 

uses crt, graphABC; const M=10000;  
Var x,D,t,pr,tsr,p_op:single; t0,S,isp,N_popytok,uspeh, 
popytka,i,j,n:integer; Label m1, m2; 
BEGIN MaximizeWindow; 
For j:=0 to 25 do begin t0:=100; {t0:=100-20*j;}  
N_popytok:=1+3*j; MoveTo(50,600);  
For i:=1 to 100 do begin p_op:=0.01*i; S:=0;  
isp:=0; Repeat inc(isp); t:=0; popytka:=0;  
Repeat n:=0; inc(popytka);  
Repeat t:=t+1; x:=random(100)/100;  
If x<p_op then inc(n) else goto m1; until (n=10);  
inc(uspeh); If t<t0 then inc(S); goto m2; m1:  
until (popytka>=N_popytok){(t>=t0)}; m2: until isp>=20000; 
Lineto(50+round(600*p_op),600-round(S/isp*500));  
end; end; end. 

Программа ПР-2. Моделирование решения задачи группой учеников без под-
сказки. 

uses crt, graphabc;  
const m=20; sigma=0.3; Zsr=5; Nu=50; St=8; b=1;  
var i,j,jj,d,r,S,t,tt,u,flag,fl0,SumT :integer; 
k,fl : array[0..50] of integer; x,f,p: single; 
z: array[0..99] of single; Slogn: array[0..20] of single; 
BEGIN MaximizeWindow; Randomize;  
line(0,550,1400,550); line(10,0,10,550); 
Repeat inc(u); i:=1; r:=1;  MoveTo(0,550); 
For j:=1 to Nu do fl[j]:=0; j:=0; tt:=0;  t:=0; d:=0; 
Repeat  x:=Zsr-3*sigma+random(round7(6*sigma*100))/100; 
f:=exp(-(x-Zsr)*(x-Zsr)/2/sigma)/sigma/sqrt(6.28); 
If random(100)/100<f then begin z[d]:=x; inc(d); end; 
until d>Nu; For i:=1 to Nu do k[i]:=1; 
For j:=1 to m do Slogn[j]:=St*exp(-0.2*(j-1)); flag:=0; 
Repeat inc(t); if t mod 5=0 then line(10+10*t,550,10+10*t,0); 
If (flag=1)and(t>=tt+5) then r:=2; 
For i:=1 to Nu do begin  
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If fl[i]=0 then begin p:=1/(1+exp(-b*(z[i]-Slogn[k[i]]))); 
If random(100)/100<p then inc(k[i]); 
If k[i]=m+1 then begin flag:=1; fl[i]:=1; end; end; end; 
If (fl0=0)and(flag=1) then tt:=t; fl0:=flag; 
S:=0; For jj:=1 to Nu do S:=S+fl[jj]; 
circle(10+10*t,550-7*S,r); Lineto(10+10*t,550-7*S); 
until {t>200} S>=0.9*Nu; SumT:=SumT+t; 
until u>50; writeln(SumT/50); Readkey; 
END. 
 
 
Программа ПР-3. Моделирование решения задачи группой учеников c под-
сказкой. 
 
uses crt, graphabc;  
const m=20; sigma=0.3; Zsr=5; Nu=50; c=0.2; St=8; b=1; 
var i,j,jj,d,r,S,t,tt,u,flag,fl0,SumT :integer; 
k,fl : array[0..50] of integer; x,f,p,podsk: single; 
z: array[0..99] of single; Slogn: array[0..20] of single; 
BEGIN MaximizeWindow; Randomize;  
line(0,550,1400,550); line(10,0,10,550); 
Repeat inc(u); i:=1; r:=1; MoveTo(0,550); 
For j:=1 to Nu do fl[j]:=0; j:=0; tt:=0;  t:=0; d:=0; 
Repeat  x:=Zsr-3*sigma+random(round(6*sigma*100))/100; 
f:=exp(-(x-Zsr)*(x-Zsr)/2/sigma)/sigma/sqrt(6.28); 
if random(100)/100<f then begin z[d]:=x; inc(d); end; 
until d>Nu; 
For i:=1 to Nu do k[i]:=1; 
For j:=1 to m do Slogn[j]:=St*exp(-c*(j-1)); podsk:=0;flag:=0; 
Repeat inc(t); if t mod 5=0 then line(10+10*t,550,10+10*t,0); 
If (flag=1)and(t>=tt+5) then begin podsk:=10; r:=2; end; 
For i:=1 to Nu do begin  
If fl[i]=0 then begin p:=1/(1+exp(-b*(z[i]-Slogn[k[i]]+podsk))); 
if random(100)/100<p then inc(k[i]); 
if k[i]=m+1 then begin flag:=1; fl[i]:=1; end; end; end; 
If (fl0=0)and(flag=1) then tt:=t; fl0:=flag; 
S:=0; For jj:=1 to Nu do S:=S+fl[jj]; 
circle(10+10*t,550-7*S,r); Lineto(10+10*t,550-7*S); 
until t>100{S>=0.98*Nu}; SumT:=SumT+t; 
until u>20; writeln(SumT/20); Readkey; 
END. 
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Приложение к главе 8 

Программа ПР-4. Определение арифметической компоненты сложности мате-
матической задачи. 
uses crt; const chislo_strok=15; z=0.7; 
var aa: string; Vh,F,Sl: text; x,i,j,k: integer; 
dd,dlina,flag,N: integer; a,s: array[0..5000]of string; 
SUM,SSl: single; chislo,Slogn: array[0..5000]of integer; 
Procedure Podschet; var i:integer; 
begin For i:=1 to N do if (chislo[i]>0) then begin  
SSl:=SSl+chislo[i]*Slogn[i]; end; delay(20); 
write('SLOGNOST ', SSl);  writeln(' '); end; 
Procedure Volume; 
var ii,i,j,k:integer; 
begin For i:=1 to chislo_strok do SUM:=SUM+length(a[i]); end; 
Procedure Slov; var ii,i,j,k:integer; 
begin 
Assign(Sl,'c:\arifm.txt'); Reset(Sl); 
x:=0; Repeat inc(x); Readln(Sl,s[x]); 
writeln(s[x]); until s[x]='xxxx'; n:=x-1; 
For ii:=1 to N do Val(copy(s[ii],length(s[ii])-1,3),Slogn[ii],dd); 
For ii:=1 to N do begin j:=0; Repeat inc(j); until 
copy(s[ii],j,1)=' '; s[ii]:=copy(s[ii],1,j-1); 
If copy(s[ii],1,1)='_' then s[ii]:=' '+copy(s[ii],2,j-2); 
end; end; 
BEGIN Assign(Vh,'c:\Vhod.txt'); Reset(Vh); 
 Assign(F,'c:\Vyhod.txt'); Rewrite(F); Slov; 
For k:=1 to chislo_strok do begin Readln(Vh,a[k]); end; Volume; 
For k:=1 to chislo_strok do begin  writeln(a[k],' ',k);  end; 
For k:=1 to chislo_strok do begin 
For i:=1 to N do begin dlina:=length(s[i]); 
Repeat flag:=0; 
For j:=1 to length(a[k]) do If s[i]=copy(a[k],j,dlina)then 
begin flag:=1; inc(chislo[i]); 
aa:=copy(a[k],1,j-1)+' ## '+copy(a[k],j+dlina,length(a[k])-j-
dlina+1); a[k]:=aa; end; 
until flag=0; end; end; 
For i:=1 to N do if chislo[i]>0 then begin 
write(s[i],'=',chislo[i],' ',Slogn[i]); writeln; delay(20); end; 
For i:=1 to N do if chislo[i]>0 then writeln(F,s[i],' 
',chislo[i],' ',Slogn[i]); 
For k:=1 to chislo_strok do begin write(F,' '+a[k]{,' ',k}); 
writeln(F,' '); delay(20);end; writeln('00000'); Podschet;  
Repeat until KeyPressed; Close(Vh); Close(F); Close(Sl); 
END. 

Пример файла Vhod.txt: 
Задача 9. Найти дивергенцию и ротор векторного поля в точке (число,число,число): 
вектор=скобка число*перемен^2 - перемен ^3  *орт сумма число*орт + 
скобка число * перемен +число*перемен^2 *орт. 
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проекция=число*перемен^2 - перемен ^3  , проекция=число, проек-
ция=число*перемен+число*перемен^2 . по определению: 
дивергенция вектор=производная проекция+производная проекция+производная 
проекция, ротор вектор=скобка производная проекция-производная  
проекция*орт+скобка производная проекция-производная проекция*орт+ 
скобка производная проекция-производная проекция*орт. 
получаем: дивергенция вектор=число*перемен+число*перемен, 
ротор вектор=число*орт+число*перемен^2 *орт.     
в точке (число,число,число):  дивергенция вектор=число*число+число*число=число, 
ротор вектор=число*орт+число*орт. 

Ниже – содержание файла arifm.txt. Он включает в себя слова-маркеры (без 
окончаний), относящиеся к арифметическим операциям, с указанием их слож-
ностей. Слова в файле должны быть расположены в одном столбце. 
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Приложение к главе 9 
 
Примеры теорем и их доказательств, закодированных вербальным кодом: 
 
Теорема о площади треугольника:  
площадь треугольника равна половине произведения его основания на высоту рас-
смотрим треугольник abc проведем высоту ch достроим треугольник до параллело-
грамма треугольники abc dcb равны по трем сторонам bc общая сторона сторона ab 
равна cd сторона aс равна bd потому противоположные стороны параллелограмма 
поэтому площади треугольников равны площадь параллелограмма равна произве-
дению основания на высоту теорема доказана. 
 
Теорема о двух хордах: 
если две хорды окружности пересекаются, то произведение отрезков одной хорды 
равно произведению отрезков другой хорды рисунок окружность две хорды ab и cd 
пересекаются в точке e проведем отрезки ab и cd треугольники ade cbe подобны по 
двум углам потому что углы 1 и 2 равны потому что они вписанные опираются на од-
ну дугу bd углы 3 и 4 равны потому что вертикальные поэтому ae делить ce равно de 
делить be ae умножить be равно ce умножить de теорема доказана. 
 
Теорема синусов:  
стороны треугольников пропорциональны синусам противолежащих углов рассмот-
рим треугольник abc со сторонами a b c площадь треугольника равна половине про-
изведения двух его сторон на синус угла между ними поэтому площадь треугольника 
равна половина произведения a b на синус угла c равна половина произведения b с 
на синус угла a равна половина произведения c a на синус угла b умножим получен-
ной равенство на 2 разделим равенство на произведение a b и c синус c делить c 
равно синус b делить b равно синус a делить a перевернем дроби возведем в сте-
пень минус 1 a делить синус a равно b делить синус b равно c делить синус c равно  
теорема доказана. 
 
Теорема Пифагора: 
квадрат гипотенузы прямоугольного треугольника равен сумме квадратов катетов ac 
в квадрате плюс cb в квадрате равно ab в квадрате рисунок треугольник abc высота 
cd если два угла одного треугольника равны двум углам другого треугольника то 
треугольники подобны угол d равен углу с угол a общий значит треугольник abc по-
добен треугольник adс угол d равен угол d равен углу с угол b общий значит тре-
угольник abc подобен треугольник bcd у подобных треугольников отношения соот-
ветствующих сторон равны значит ac делить ab равно ad делить ac если левую и 
правую части равенства умножить на одно и то же число то равенство останется ис-
тинным значит ac в квадрате равно ab умножить на ad у подобных треугольников от-
ношения соответствующих сторон равны cb делить ab равно db делить cb  значит сb 
квадрат равно ab умножить на db значит ac квадрат плюс cb квадрат равно ab умно-
жить скобки ad сумма db равно ab в квадрате 
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Результат работы нейросети: 
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Приложение к главе 11 
 
Фрагмент входного файла Formula.txt (остались только понятия, соответствую-
щие физическим объектам и величинам): 
 
ускорение частица проекция ускорение проекция ускорение. 
вектор скорость частица вектор перемещение интервал время. 
радиус-вектор частица радиус-вектор перемещение скорость время. 
координата начальная координата проекция скорость время. 
путь модуль проекция скорость время скорость время. 
вектор скорость частица вектор скорость вектор скорость. 
вектор ускорение частица изменение вектор скорость интервал время. 
. . . . . . . . . . .  
излучение частота свет энергия состояния атом энергия. 
радиоактивный распад атом атом степень время периодполурасп. 
дефект масса ядро протон масса протон нейтрон масса нейтрон масса ядро. 
поглощенная доза излучение поглощенная энергия ионизирующее излучение масса 
тело. 
 
В результате его анализа: 1) получена матрица расстояний между понятиями и 
осуществлена их кластеризация; 2) построена семантическая сеть между тер-
минами, обозначающими физические объекты и величины. 
 
Программа ПР-5. Определение семантической близости между понятиями, 
входящими в формулы. Чтобы не путать понятия «сила» и «сила тока», вто-
рое понятие во входном файле Formuly.txt заменено на «сллаток». 
 
uses crt; const chislo_strok=166; 
alf='абвгдеёжзийклмнопрстуфхцчшщъыьэюя'; NN=37; 
w: array[1..NN]of string=('частиц','тело',' газ','молекул','атом', 
'колебан','волн',' поле','свет','расстояни','угол','координат', 
'скорост','ускорен','масс','сила','вектор','модул','проекци', 
'изменен','постоянн','заряд','энерги','сллаток','напряжени', 
'напряженност','циклчастот', 'температ','электрическ','амплитуд', 
'синус','сопротивлени','частот','давлени','индукци','работ', 'кол-
тепл'); 
var i,k,r,t: integer; chisl,S,S1,S2:single; 
kos: array[0..NN,0..NN]of single; a: array[0..300]of string;  
ff: array[0..170,0..170]of integer; Vh,F: text; 
BEGIN Assign(Vh,'c:\Formula.txt'); Reset(Vh); 
Assign(F,'c:\vihod.txt'); Rewrite(F); 
For k:=1 to chislo_strok do begin Readln(Vh,a[k]); end; 
For k:=1 to chislo_strok do begin writeln(k); a[k]:=' '+a[k]+' '; 
writeln(F, a[k]); end; 
For t:=1 to NN do For k:=1 to chislo_strok do For i:=1 to 
length(a[k]) do begin 
If w[t]=copy(a[k],i,length(w[t])) then inc(ff[t,k]); end; 
For k:=1 to chislo_strok do begin For t:=1 to NN do 
write(ff[t,k],' '); writeln(); end; 
For t:=1 to NN do For r:=1 to NN do begin S1:=0; S2:=0; chisl:=0; 
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For k:=1 to chislo_strok do begin chisl:=chisl+ff[t,k]*ff[r,k]; 
S1:=S1+ff[t,k]*ff[t,k]; S2:=S2+ff[r,k]*ff[r,k]; end; 
kos[t,r]:=(chisl)/sqrt(S1+0.0000001)/sqrt(S2+0.0000001); end; 
For t:=1 to NN do begin writeln(F,t); {t:=30;} 
 For r:=1 to NN do writeln(F,kos[t,r]:3:3); end; 
Close(Vh); Close(F); END.
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